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作者 简介 


华罗庚 ， 数 学 家 。 男 ，1910 年 11 月 12 日 出 生 于 江苏 省 
金 坛 县 。1985 年 6 月 12 日 卒 于 日 本 东京 。 

华罗庚 1931 年 被 邀 到 清华 大 学 工作 ，1933 年 任 助 教 ， 
1934 年 ， 任 “中 华文 化 教育 基金 会 董事 会 ”研究 员 。1936 
年 去 英国 剑桥 大 学 任 访问 学 者 。1938 年 回国 ， 任 昆明 西南 
联合 大 学 正教 授 。1946 年 去 美国 ， 先 后 在 普林斯顿 高 等 研 
究 院 ， 普 林 斯 顿 大 学 与 依 利 诺 大 学 访问 或 任教 授 。1950 年 
回国 ， 先 后 任 清华 大 学 教授 ,中 国 科 学 院 数 学 研究 所 所 长 ， 
应 用 数学 研究 所 所 长 ， 数 理化 学 部 委员 ， 学 部 副 主任 ， 中 
国 科 学 技术 大 学 数学 系 主任 , 副 校 长 。 中 国 科学 院 副 院 长 ， 
主席 团委 员 。 中 国 数 学 会 理事 长 ， 中 国 科 学 技术 协会 副 主 
席 和 中 国民 主 同 盟 副 主 席 。 全 国人 民 代 表 大 会 常务 委员 及 
全 国政 治 协 商会 议 副 主席 。1979 年 加 入 中 国共 产 党 。 

华罗庚 的 名 字 被 列 入 华盛顿 斯 密 司 宋 尼 博物 馆 与 艺 加 
哥 科 技 博 物 馆 中 陈列 的 著名 数学 家 行列 。 他 被 选 为 美国 科 
学 院 国 外 院士 ， 第 三 世界 科学 院 院 士 与 西 德 巴 伐 利 亚 科 学 
院 院 士 。 法 国 兰 西 大 学 ， 美 国 依 利 诺 大 学 ， 香港 中 文大 学 
授予 华罗庚 荣誉 博士 。 

华罗庚 是 中 国 近 代数 学 很 多 领域 研究 的 创始 人 与 开拓 
者 。 早 在 40 年 代 ， 华 罗 庚 就 求 得 一 般 多 项 式 的 完整 三 角 和 
的 最 佳 估计 ， 这 是 高 斯 和 及 其 估计 的 推广 .他 的 专著 《 扒 


双 素 数 记 》40 年 代 首 先 在 苏联 出 版 ,以 后 陆续 出 了 中 文 ， 
匈牙利 文 , 德 文 ， 日 文 ， 英文 版 ，40 多 年 来 一直 是 解析 
数论 必 引 的 经 典 文献 。 

从 1959 年 开始 ， 华 罗 庚 与 王 元 研究 了 在 近似 分 析 中 。 
如 何 用 基于 数论 思想 的 可 计算 与 决定 性 方法 来 尽 可 能 取代 
统计 实验 的 蒙特 卡 罗 方 法 的 问题 。 他 们 建议 的 方法 基于 代 
数 数论 与 丢 盖 图 逼近 论 。 这 一 方法 用 于 重 积 分 近似 计算 很 
有 效 。 国 外 称 为 “ 华 一 王 方法 ”. 获 陈嘉庚 奖 。 

华罗庚 花 了 很 多 心血 培养 年 青 数学 家 。 越 民 义 ， 万 哲 
先 ， 袭 升 ， 陆 启 锰 ， 王 元 ， 陈 景 润 ， 许 孔 时 ， 严 士 健 ， 吴 
是 他 直接 领导 之 下 工作 的 学 生 ， 受 他 影响 的 数学 家 就 更 多 
了 。 

华罗庚 还 很 重视 数学 普及 工作 ， 亲 自 为 中 学 生 扎 写 科 
普 读 物 。 华 罗 庚 从 1958 年 开始 即 率 领 他 的 学 生 与 其 他 数学 
家 去 中 国 工业 部 门 从 事 数 学 方法 在 工业 生产 与 管理 中 的 直 
接应 用 ， 有 成 千 上 万 的 工人 与 技术 人 员 听 过 他 的 报告 。 特 
别 是 他 撰写 的 《优选 法 评话 》 与 《统筹 法 评话 》， 已 为 广 
大 群众 所 了 解 ， 取 得 重大 的 经 济 效益 。 

王 元 ， 数 学 家 ， 男 ，1930 年 4 月 30 日 出 生 于 江苏 省 镇 
江 市 。 

王 元 1952 年 在 浙江 大 学 数学 系 毕 业 后 。 到 中 国 科学 院 
数学 研究 所 工作 ， 在 华罗庚 教授 指导 下 ， 研 究 数论 及 其 应 
用 。1956 年 升任 助理 研究 员 ，1963 年 任 副 研究 员 ，1978 年 
任 研究 员 ， 并 被 选 为 中 国 科学 院 数 学 物理 学 部 委员 。 历 任 
中 国 科学 院 数 学 研究 所 所 长 ， 中 国 科学 技术 协会 常务 委员 
会 委员 ， 中 国 数学 会 理事 长 ， 及 全 国政 治 协 商会 议 委员 。 

王 元 是 中 国 数论 很 多 领域 研究 的 创始 人 与 开拓 者 。 蛙 
在 1953 年 , 王 元 即 从 事 筛 法 与 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 。 在 1956 


年 ， 他 证 明 的 每 个 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 不 超过 3 个 素数 
的 乘积 及 一 个 不 超过 4 个 素数 的 乘积 之 和 , 简 记 为 (3, 4 ) 
这 一 结果 改进 了 苏联 数学 家 布 克 夕 塔 布 的 记录 (4, 4 ) 。 
1957 又 将 结果 推进 至 (2, 3 ) 。 在 这 项 工作 的 基础 上 ， 我 
国 数学 家 潘 承 洞 证 明了 (1, 5) 与 (1, 4) 。 最 后 ， 我 国 
数学 家 陈景润 证 明了 (1, 2 ) ， 这 样 要 完全 解决 哥 德 巴赫 
猜想 只 差 了 一 个 素数 。 国 际 上 称 为 4 陈 氏 定理 多 陈景润 ， 王 
元 与 潘 承 洞 关于 哥 德 巴 替 猜 想 的 研究 得 到 1981 年 颁发 的 国 
家 自然 科学 一 等 奖 。 

从 1959 年 开始 ， 华 罗 庚 与 王 元 研究 了 在 近似 分 析 中 ， 
如 何 用 基于 数论 思想 的 可 计算 与 决定 性 方法 来 尽 可 能 取代 
统计 实验 的 蒙特 卡 罗 方 法 的 问题 。 他 们 建议 的 方法 基于 代 
数 数论 与 丢 番 图 四 近 论 。 这 一 方法 用 干 重 积分 近似 计算 很 
有 效 。 国 外 称 为 “ 华 一 王 方法 ”。 获 陈嘉庚 奖 。 

1980 年 以 后 ， 王 元 从 事 于 代数 解析 数论 的 研究 。 将 有 
理 数 域 上 的 关于 丢 荔 图 方程 与 不 等 式 的 结果 ， 推 广 至 代数 
数 域 上 去 ， 得 到 同等 精密 的 结果 。 他 关于 这 方面 的 系统 研 
究 ， 已 总 结 成 专著 《代数 数 域 上 的 丢 番 图 方程 与 不 等 式 》， 
即将 在 西 德 斯 普 林 格 出 版 社 出 版 。 

王 元 花 了 很 多 心血 培养 中 国 的 年 青 数 论 学 家 。 冯 克扣 ， 
裴 定 一 ， 陆 洪 文 ， 谢 盛 刚 ， 陆 鸣 皇 ， 於 坤 瑞 ， 徐 广 善 ， 三 
连 祥 ， 朱 尧 展 与 张 荣 肖 等 教授 都 是 曾 在 他 直接 领导 下 工作 
的 学 生 。 他 也 对 其 他 一 些 数 学 家 作 过 影响 。 

王 元 也 注意 数学 普及 工作 ， 曾 协助 华罗庚 从 事 过 中 学 
生 数 学 竞赛 活动 ， 也 去 过 中 国 工业 部 门 普及 数学 方法 。 还 
为 中 学 生 与 工程 技术 人 员 撰 写 过 数学 普及 书籍 。 


下 
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从 力学 、 物 理学 、 天 文学 直到 化 学 、 生 物 学 、 经 
济 学 与 工程 技术 ， 无 不 用 到 数学 。 一 个 人 从 入 小 学 到 
大 学 毕业 的 十 六 年 中 ， 有 十 三 、 四 年 有 数学 课 。 可 见 
数学 之 重要 与 其 应 用 之 广泛 。 

但 提起 数学 ， 不 少 人 仍 党 得 头痛 ， 难 以 入 门 ， 甚 
至 望 而 生 长 。 我 以 为 要 克服 这 个 鸿沟 ， 还 是 有 可 能 
的 。 近 代数 学 难于 接触 ， 原 因 之 一 大 概 是 由 于 其 符 
号 、 语 言 与 概念 陌生 ， 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽象 与 概 
括 ， 难 于 了 解 与 掌握 。 我 想 ， 如 果 知 道 讨论 的 对 象 的 
具体 背景 ， 则 有 可 能 掌握 其 实质 。 显 然 ， 一 个 非 数学 
专业 出 身 的 人 ， 要 把 数学 专业 的 教科 书 都 自修 一 遍 ， 
这 在 时 间 与 精力 上 都 不 易 做 到 。 若 停留 在 初等 数学 水 
平 上 ， 哪 怕 做 了 很 多 难题 ， 似 亦 不 会 有 助 于 对 近代 数 
学 的 了 解 。 这 就 促使 我 们 设想 出 一 套 “ 走 向 数学 ”小 从 
书 ， 其 中 每 本 小 册子 尽量 用 深入 浅 出 的 语言 来 讲述 数 
学 的 某 一 问题 或 方面 ， 使 工程 技术 人 员 ， 非 数学 专业 
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的 大 学 生 ， 甚 至 具有 中 学 数学 水 平 的 人 ， 亦 能 懂得 书 
中 全 部 或 部 分 含义 与 内 容 。 这 对 提高 我 国人 民 的 数学 
修养 与 水 平 ， 可 能 会 起 些 作 用 。 显 然 ， 要 将 一 门 数学 
深入 浅 出 地 讲 出 来 ， 决 非 易 事 。 首 先 要 对 这 门 数学 有 
深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 。 从 整体 上 说 ， 我 国 的 数学 
水 平 还 不 高 ， 能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 还 难说 。 但 我 
了 解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 ， 他 们 愿意 为 “走向 数 
学 ? 撰 稿 。 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 。 

承蒙 国家 自然 科学 基金 委员 会 、 中 国 数学 会 数学 
传播 委员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支 持 ， 得 以 出 版 这 套 “ 走 
向 数学 ”从 书 ， 族 致 以 感谢 。 


王 元 


当 我 在 1988 年 冬 第 一 次 见 到 本 书 的 样 蔬 时 ， 心 情 是 复杂 
的 。 我 既 为 成 果 的 面世 而 喜悦 ， 又 为 华 老 未 能 见 到 他 的 著作 
版 而 沈 伤 。 : 

早 在 1958 年 ， 华 老 即 投身 于 数学 方法 在 我 国 工业 部 门 中 
的 车 及 工作 。 经 过 多 年 摸索 ， 他 才 确定 了 以 改进 生产 工艺 过 程 
的 “优选 法 "与 进行 生产 组 织 管理 的 “统筹 法 "作为 其 普及 的 数学 
方法 。 他 所 选择 的 方法 虽 多 从 国外 引进 ， 但 他 是 经 过 认真 比 
较 、 简 化 与 改进 ， 最 后 确定 一 些 适 合 于 中 国 工 业 发 展 水 平 的 数 
学 方法 来 加 以 普及 。 这 项 工作 ， 他 坚持 了 二 十 多 年 ， 取 得 了 丰 
富 的 经 验 与 成 果 。 本 书 将 叙述 他 个 人 、 朋 友 与 学 生 的 一 些 经 验 
体会 ， 所 以 仅仅 是 个 人 经 验 介绍 。 

另 一 方面 ， 像 华 老 这 样 著名 的 数学 家 ， 花 这 么 多 时 间 与 精 
力 去 从 事 数 学 在 工业 生产 与 管理 中 的 应 用 与 普及 工作 ， 是 否 合 
适 ? 在 社会 上 ， 包 括 学 术 界 ， 曾 有 各 种 不 同 看 法 ， 我 党 得 是 不 
足 为 奇 的 。 一 些 看 法 的 产生 ， 有 传统 观念 的 影响 ， 也 由 于 彼此 
缺乏 了 解 与 理解 。 我 只 想 说 一 点 ， 即 数学 普及 工作 决 非 易 事 . 
华 老 曾 说 过 : “我 过 去 搞 纯粹 数学 ， 每 过 四 、 五 年 就 能 对 一 门 数 
学 略 有 成 就 ， 现 在 搞 数 学 应 用 与 普及 ， 搞 了 这 么 多 年 ， 还 觉得 
未 入 门 呢 1 ”我 相信 这 是 他 的 经 验 之 谈 ， 原 因 是 我 也 跟 他 一 起 搞 
过 短 时 间 ， 颇 有 同感 。 


本 书 是 以 “在 中 华人 民 共 和 国 普 及 数学 方法 的 若干 个 人 体 
会 ?为 名 ， 在 美国 Birkhauser 公司 以 英文 出 版 ， 为 该 公司 的 
“数学 模型 系列 丛书 之 一 。 我 们 最 希望 能 在 我 国 出 版 中 文 版 ， 
所 以 在 出 版 合同 上 ， 我 们 保留 了 在 中 国 出 中 文 版 的 权利 。 承 世 
界 图 书 出 版 公司 帮助 ， 本 书 得 在 我 国 出 版 发 行 少量 英文 版 。 特 
别 令 人 高 兴 的 是 最 近 承 自然 科学 基金 委员 会 、 中 国 数学 会 数学 
传播 委员 会 与 湖南 教育 出 版 社 的 支持 ， 将 本 书 的 中 文 版 列 入 系 
列 从 书 “ 走 向 数学 ”之 中 ， 这 将 使 更 多 读者 能 见 到 此 书 。 作 为 对 
华 老 的 纪念 ， 书 中 收入 了 段 学 复 教 授 及 田 方 增 教授 写 的 怀念 华 
老 的 回忆 文章 ， 又 承 王 克 教 授 承 担 繁重 的 翻译 工作 ， 在 此 谨 致 
以 感谢 。 


首先 ， 我 要 感谢 美国 Bell 实验 室 的 H.O.Pollak 博士 ， 承 
他 好 总 ， 钊 请 我 在 第 四 届 国 际 数学 教育 会 议 上 和 Bel 实验 室 
作 了 题 为 “在 中 华人 民 共 和 国 普及 数学 方法 的 著 干 个 人 体会 "的 
报告 @。 他 多 次 来 信 ， 建 议 我 将 报告 补充 ， 整 理 成书， 在 
Birkhiuser (Boston) 出 版 社 出 版 。 因 此 ， 本 书 的 出 版 与 他 的 
好 意 建议 和 热心 关怀 是 分 不 开 的 。 | 

我 要 特别 感谢 近 二 十 年 来 从 事 普 及 数学 方法 的 同事 们 及 广 
大 工人 与 技术 人 员 ， 他 们 做 了 大 量 创 造 性 工作 。 由 于 人 数 众 
多 ， 无 法 在 此 一 一 列举 ， 但 要 特别 提出 陈 德 朱 和 计 雷 同志 ， 他 
们 从 开始 到 现在 都 跟 我 在 一 起 工作 。 . 

本 书 的 一 部 分 是 王 元 教授 根据 我 的 报告 撰写 的 。 落 无 他 参 
加 工作 ， 以 我 目前 繁忙 的 工作 与 健康 状况 ， 本 书 是 不 会 这 样 快 
写成 的 。 

我 还 要 感谢 Birkhiuser (Boston) 出 浅 社 的 KK.Peters 与 
W.Kiump 博士 在 本 书 出 版 过 程 中 给 予 的 帮助 。 


华罗庚 


”1982 年 12 月 


@ 本 报告 还 在 英国 Birmingham 大 学 、London 数学 会 、 美 国 数学 会 及 西欧 . 
与 美国 若干 大 学 讲 过 。 
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华罗庚 增 搜 是 我 国 最 早 从 事 数 学 方法 普及 工作 的 数学 家 。 
蛙 在 1958 年 ， 他 吉 倡 议 在 工业 生产 中 推广 应 用 运算 学 中 的 数 
学 方法 。 他 和 他 的 学 生 越 民 义 、 万 哲 先 和 王 元 等 到 我 国运 输 部 
门 ， 从事 运输 问题 中 的 数学 方法 的 普及 工作 。 他 和 他 的 学 生 及 
其 他 数学 家 ， 一 度 曾 在 北京 市 与 山东 省 组 织 过 群众 运动 ， 推 广 
与 应 用 线性 规划 中 的 数学 方法 。 但 由 于 这 些 方法 使 用 范围 有 
限 ， 计 算 也 比较 复杂 ， 所 以 至 今 在 我 国 ， 这 些 方 法 主要 只 在 少 
数 部 门 ， 例 如 运输 部 门 中 推广 使 用 。 

1958 年 ， 华 罗 庚 就 倡议 在 制订 国民 经 济 计划 时 ， 使 用 投 
入 一 一 产 出 法 。 他 不 仅 宣讲 这 一 方法 ， 并 进行 了 深入 的 研究 。 
他 还 讲授 了 与 这 一 理论 相关 的 非 负 元 素 纸 阵 理 论 ， 并 指出 某 些 
理论 上 的 重要 结果 在 经 济 学 上 的 重要 意义 。 

在 我 国 工业 部 门 真正 很 好 地 进行 普及 数学 方法 的 工作 ， 是 
1965 年 重新 开始 的 。 华 罗 庚 精辟 地 总 结 了 这 此 年 来 从 事 普及 
数学 方法 工作 的 经 验 。 他 提出 并 解决 了 普及 数学 方法 的 目的 、 
内 容 及 方法 ， 也 就 是 他 所 说 的 “三 条 原则 ”， 即 1) 为 谁 ? 2) 
什么 技术 ?及 3) 如 何 推广 ?( 见 “导论 ")。 首 先 ， 建 立 了 普及 
数学 方法 小 分 了 从， 以 华 罗 雇 为 领导 ， 他 的 学 生 陈 德 朱 、 计 雷 为 
主要 队员 。 华 罗 庚 选择 了 以 改进 生产 工艺 问题 为 内 容 的 优选 法 
及 处 理 生产 组 织 与 管理 问题 为 内 容 的 统筹 法 作为 普及 工作 的 内 
容 。 在 浩如烟海 的 应 用 数学 文献 中 ， 找 出 适合 在 我 国 这 样 一 个 
小 工厂 众多 ， 工 业 技 术 水 平 比较 落后 的 国家 中 能 普及 应 用 的 数 
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学 方法 ， 而 且 又 要 讲 得 通俗 易 懂 ， 使 我 国 广 大 文化 程度 不 商 的 
普通 工人 都 能 听 懂 ， 能 运用 ， 这 本 身 就 是 非常 困难 的 事 。 为 
此 ， 人 华罗庚 撰写 了 《优选 法 平话 及 其 补充 》 与 《 统 薄 方法 平话 
及 补充 》 两 本 科普 读物 ， 深 受 我 国 广大 工人 的 欢迎 。 计 算 起 
来 ， 他 从 事 普 及 数学 方法 所 耗 去 的 精力 与 时 间 ， 并 不 少 于 他 作 
为 第 一 流 的 数学 家 在 纯粹 数学 几 个 领域 进行 开放 性 研究 所 耗 去 
的 精力 与 时 间 。 当 然 ， 在 近 二 十 年 来 ， 他 仍 利用 点 滴 时 间 从 事 . 
数学 理论 工作 ， 对 他 接触 过 的 应 用 数学 方法 ， 他 总 是 认真 研究 
它们 的 理论 及 严格 的 数学 证 明 。 

从 1965 年 开始 ， 华 罗 广 及 其 小 分 队 到 过 我 国 二 十 多 个 
省 、 市 、 自 治 区 的 凡 百 个 城市 ， 几 十 个 工厂 ， 给 几 百 万 工人 及 
技术 人 员 讲 课 ， 使 他 们 学 会 优选 法 与 统筹 法 ， 并 用 于 改进 他 和 们 
的 工作 。 小 分 队 每 到 一 个 省 ， 立 即 到 一 个 工厂 或 证 山 所 在 地 。 
把 省 内 及 外 省 的 二 百人 左右 集合 起 来 ， 举 办 约 一 周 的 学 习 班 。 
除 讲 三 、 四 次 课外 ， 都 是 小 组 讨论 。 讨 论 的 内 容 是 如 何 将 优选 
法 与 统筹 法 应 用 于 各 人 自己 的 工作 ， 或 当地 的 生产 过 程 中 去 。 
一 周 后 ， 即 分 别 硼 赴 全 省 各 工业 单位 ， 与 各 厂 的 领导 、 工 人 与 
技术 人 员 结 合 起 来 ， 共 同 工 作 。 在 这 个 过 程 中 ， 华 罗 庚 总 是 轮 
流 到 全 省 各 主要 城市 及 工厂 中 去 亲自 指导 ， 及 时 了 解 一 些 成 功 
的 经 验 与 失败 的 投 训 。 然 后 再 召集 其 它 城市 的 代表 到 某 工厂 或 
玉山 现场 去 开会 ， 学 习 这 些 经 验 ， 以 便 进 一 步 改进 自己 的 工 
作 。 因 此 ， 小 分 队 的 工作 范围 和 领域 很 广 。 每 到 一 个 省 ， 常 常 
得 到 上 万 项 成 果 ， 产 生 了 巨大 的 经 济 效 益 ， 并 能 在 小 分 队 离 开 
后 ， 自 己 将 优选 法 与 统筹 法 用 于 以 后 的 工作 。 当 然 ， 普 及 数学 
方法 的 工作 能 在 我 国 取 得 这 样 的 成 功 ， 与 华罗庚 本 人 在 我 国人 
民 中 享有 的 名 望 是 分 不 开 的 。 

1980 年 ， 华 罗 庚 教授 应 H.O.Pollak 博士 的 六 请 ， 在 第 四 
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届 国 际 数学 教育 会 议 及 Bel 实验 室 作 了 题 为 “在 中 华人 民 共 和 
国 普及 数学 方法 的 若干 个 人 体会 "的 报告 。 这 篇 报告 加 以 修 
订 ， 就 是 本 书 的 “导论 "。 以 后 各 章 将 详细 靖 述 “导论 "中 提 到 的 
各 个 问题 。 这 一 部 分 是 由 我 协助 他 共同 写成 的 。 投 入 一 一 产 出 
法 由 于 材料 术 多 ， 故 末 收 入 本 书 。 

我 从 1952 年 开始 ， 即 跟 华 罗 庆 教授 从 事 数论 研究 。 数 学 
方法 普及 工作 只 参加 过 少数 几 次 ， 所 以 ， 在 我 撰写 的 部 分 中 ， 


”难免 有 咏 漏 甚至 错误 之 处 。 由 于 本 书 涉及 面 广 ， 文 献 葡 多 ， 本 


书 只 列举 了 其 中 有 关 的 少数 文献 。 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 有 关 
的 文献 与 专著 。 


王 元 
1982 年 12 月 


英文 版 校订 者 序 


对 原稿 作 了 四 方面 的 改动 。 

1) 由 于 语言 上 的 障碍 ， 全 部 手稿 都 作 了 改写 。 修 订 之 处 
兼顾 了 英语 清晰 易 懂 的 需要 ， 以 及 力求 保持 原稿 特色 的 目的 。 
文中 仍 有 若干 段落 还 不 够 明确 ， 编 者 较 难 领悟 其 原意 ， 所 以 保 
留 了 原样 

2) 为 了 使 论著 更 明了 ， 对 定理 的 公式 化 、 定 理 的 证 明和 
举例 ， 作 了 若干 改动 。 所 有 这 些 改动 都 忠实 于 原作 思想 。 

3) 原 第 一 章 “ 物 体 表面 积 与 体积 的 近似 计算 *， 决 定 用 华 
罗 庚 与 王 元 合 写 的 更 为 广博 的 “关于 在 等 高 线 图 上 计算 矿藏 储 


量 与 坡地 面积 的 问题 "论文 代替 。 该 文 发 表 在 中 国 的 《数学 学 . 


报 》1961 年 第 1 期 上 ， 由 胡 : 戴 德 (Hu Dide) 翻译 成 英 
文 。 该 论文 收 在 海 : 哈 贝 斯 坦 〈H.Halberstan ) 主 编 的 《 华 
罗 庚 文选 》( 斯 普 林 格 出 版 社 Springer Verlag 出 版 ，1983 


年) 中 。 


4) 决定 将 很 短 的 第 十 二 章 “ 和 矩阵 的 广义 逆 ? 取 消 ， 导 论 中 
对 此 章 的 一 些 参 考 论述 也 删 掉 了 ， 因 为 这 一 课题 与 本 书 其 它 章 


a 由 于 同样 的 理由 ， 第 二 章 中 的 “ 火 征 的 发 射 点 与 射 


一 节 ， 也 予 取 消 。 

因为 原稿 没有 包含 许多 现代 的 与 容易 理解 的 参考 文献 ， 校 
订 者 在 每 章 末 增 加 了 一 些 规范 的 参考 文献 。 . 

华罗庚 于 1985 年 6 月 12 日 在 东京 逝世 。 这 里 收入 了 海 
涅 * 哈 贝 斯 坦 (Heini Halberstan) 写 的 “悼念 华罗庚 ”一 


该 文 最 早 发 表 在 《数学 情报 》 第 8 卷 第 4 期 上 ， 后 由 斯 普 林 
格 出 版 社 收集 出 版 。 

下 面 是 一 些 关于 应 用 数学 在 中 华人 民 共 和 国 的 现状 的 参考 
文献 : 

Fitzgerald，Anne，and Saunders MacLane ( 合 编 )， 中 
华人 民 共 和 国 的 纯粹 与 应 用 数学 ， 美 国 纯粹 与 应 用 数学 代表 团 
的 访问 报告 。 国 家 科学 院 ， 华 盛 顿 ， 哥 伦比 亚 特 区 
(Washington D.C.)，1977. 

Gina Bari Kolata, “华罗庚 形成 中 国 的 数学 >，《 科 学 》， 第 
210 卷 ，1980 年 10 月 24 日 。 

“管理 科学 与 运筹 学 在 中 国 "， 交 叉 学 科 (Interface) ，16 
2，1986 年 3~4 月 。 (其 中 包括 陈 德 泉 、 计 雷 与 庞 昌 民 在 华 罗 
庚 及 其 小 分 队 中 的 工作 “管理 科学 在 中 国 的 普及 ”。) 

最 后 ， 我 真心 地 感谢 W.F.Lucas 博士 与 H.O.Pollak 博士 
在 编校 这 部 手稿 时 所 提供 的 有 益 的 意见 和 建议 ; 更 心地 感谢 
Birkhaiuser (Boston) 出 版 社 的 Lauren Cowtes 小 姐 对 出 版 
本 书 的 帮助 和 极 大 的 耐心 。 1 


J.G.C.Heijmans 
1988 年 8 月 
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§ 0.1 三 个 原则 


从 60 年 代 中 期 开始 ， 我 和 我 的 助手 们 到 过 了 我 国 的 二 十 
六 个 省 、 市 、 自 治 区 的 几 百 个 城市 ， 几 千 个 工厂 ， 会 见 了 成 百 
万 的 工人 、 农 民 和 技术 人 员 。 从 工作 实践 中 ， 我 们 体会 到 在 普 
及 数学 方法 时 ， 有 以 下 三 个 原则 : 

1) “为 谁 ?”" 或 “目的 是 什么 ?” 

2) “什么 技术 ?” 及 

3) “如 何 推广 ?” 
现在 ， 对 这 三 个 问题 ， 简 述 如 下 . 
1) “为 谁 ?” 
在 专家 与 群众 之 间 ， 并 不 一 定 有 共同 语言 。 要 找到 共同 语 
必须 有 共同 的 兴趣 ， 无穷 维 空间 对 数学 家 来 说 ， 很 引 人 人 
但 对 工人 来 说 ， 他 不 关心 这 点 。 他 希望 尽快 找 出 砂轮 或 锡 
(Cylinder 圆 辊 ) 的 平衡 位 置 。 因 此 ， 搞 普及 工作 ， 首 先 要 
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六 有 开 


找到 使 讲 者 与 听 者 都 感 兴趣 的 共同 目标 。 有 了 共同 目标 ， 就 能 
为 产生 共同 语言 打开 道路 。 这 样 ， 才 有 可 能 提 到 问题 2) 。 

2) “什么 技术 ?” 

关于 这 个 问题 ， 后 面 还 要 详细 地 讲 ， 现 在 仅 提 出 选择 技术 
的 “三 原则 ”: 

a) 群众 性 。 我 们 提出 来 的 方法 ， 要 让 有 关 的 群众 昕 得 
懂 ， 学 得 会 ， 用 得 上 ， 见 成 效 。 

b) 实践 性 。 每 个 方法 在 推广 前 都 要 经 过 实践 。 通 过 实践 
去 检验 这 个 方法 可 以 适用 的 范围 ， 然 后 在 这 个 范围 内 进行 推 
广 。 在 实践 中 曾 发 现 ， 即 使 在 国外 取得 成 功 的 方法 ， 原 封 不 动 
地 搬 到 我 国 来 ， 往 往 也 不 一 定 能 取得 预期 的 成 果 。 

c) 理论 性 。 因 为 有 了 理论 ， 才 能 深入 浅 出 ; 因为 有 了 理 
论 ， 才 能 辨别 方法 的 好 坏 ; 因为 有 了 理论 ， 才 能 创造 新 的 方 
法 。 

3) “如 何 推广 ?” 

我 们 的 经 验 是 亲自 下 去 ， 从 小 范围 做 起 。 例 如 ， 先 从 一 个 
车 闻 做 起 。 如 果 一 个 车 间 做 出 成 绩 ， 引 起 了 注意 ， 其 它 车 间 就 
会 闻 风 而 来 ， 邀 请 我 们 前 去 。 如 果 整 个 工厂 从 领导 到 群众 都 感 
兴趣 了 ， 那 就 可 以 推广 到 整个 工厂 ， 一 直到 整个 城市 或 整个 
省 。 就 这 样 ， 有 时 我 们 要 对 成 十 万 的 听众 演讲 。 演 讲 的 方法 是 


”有 一 个 主 会 场 ， 并 设 若干 个 分 会 场 。 我 们 的 闭路 电视 还 不 普 


遍 ， 所 以 在 每 个 分 会 场 都 有 我 的 助手 负责 演示 与 画图 。 讲 完 
后 ， 我 们 不 仅 要 负责 答疑 ， 更 重要 的 是 到 现场 去 ， 和 大 家 一 起 
“工作 实践 ， 务 必 让 讲授 的 方法 在 生产 中 见 到 效果 。 


$ 0.2 书本 上 和 寻 


作为 一 个 学 者 ， 往 往 会 到 文献 中 或 书本 上 寻找 解决 问题 的 
方法 ， 如 果 能 注意 分 析 比 较 ， 这 样 做 ， 不 失 为 一 个 好 方法 ， 可 
以 获得 不 少 经 验 和 教训 。 例 子 很 多 ， 仅 举 其 中 之 一 。 

如 何 计算 山区 的 表面 积 ? 我们 在 书 上 找到 了 两 个 方法 : 一 
个 是 地 质 学 家 常用 的 Bayman 方法 ， 另 一 个 是 地 理学 家 常用 
的 Volkov 方法 。 这 两 个 方法 的 叙述 如 下 : 

从 一 个 画 有 高 程 差 为 Ah 的 等 高 线 地 图 出 发 ，/ 是 高 度 为 
0 的 等 高 线 ，7 是 高 度 为 Apr 的 等 高 线 . !/ 是 高 度 为 rAh 的 等 
高 线 ，…，1, 是 制高点 ， 高 度 是 h。 命 B 表示 /与 1 间 平 面 
的 面积 。 

1) Bayman 方法 : 


a) 命 Ci -了 (li + lin |， 
此 处 |1i | 是 等 高 线 1; 的 长 度 。 

b) 命 Ba， = TV 十 Cr ， 
地 质 学 家 把 Ba ， 看 作 是 这 块 山 地 区 域 的 面积 值 
2) Volkov 方 法 : 
a) 命 1= 开 亿 | 与 8= 8 
b) 命 Fo， =AB2 +(Ah). 
地 理学 家 把 Yo 看 作 是 这 块 山 地 区 域 的 面积 值 . 


/ 


/ 


了 


这 是 我 们 从 不 同 的 科学 分 支 找 来 的 两 种 方法 。 在 我 们 夯 
前 ， 立 刻 就 出 现 了 两 个 问题 : 1) 它们 是 否 收 和 仿 于 真 面 积 ? 
及 2) 哪个 方法 好 些 ? 

使 人 失望 的 是 ， 两 个 方法 都 不 收敛 于 真 面 积 S$， 确切 地 
说 ， 命 

B,= limBa,, V,= limVo,, 
则 得 出 V,<B,<S 

证 明 是 不 难 的 ， 但 似乎 有 些 趣味 。 引进 柱 面 极 坐 

标 (PD，6，z) ， 其 中 制高点 被 取 作 原点 。 我 们 把 曲面 写成 为 
p=plz, 0) ，0 和 0 入 2r， 
这 也 是 高 度 为 Z 的 等 高 线 方程 ， 则 习 知 


_ffx ,, /opY ap 
5=| | p +( 器 ) (党 dbdz. 
引进 复 值 函数 
0 , /opY 
f(z,0)=— +i p +( 名 ) ， 
则 


y= 站 re b)dbdz dz 


<B, -站 Je 0) do 


<s=[ [Vv (z, 0) ladgdz. 
很 不 幸 ， 只 有 在 一 些 非常 特殊 的 情况 下 ， 才 取 等 号 。 这 个 


”结果 说 明了 这 两 个 方法 中 没有 一 个 能 给 出 好 的 山地 区 域 面 积 的 


近似 值 。 但 是 却 指出 了 求 出 更 为 满意 的 近似 值 的 途径 。 这 个 例 
子 清楚 地 说 明了 数学 理论 分 析 的 作用 。 当 然 ， 上 面 所 说 的 这 个 
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问题 ， 只 对 很 有 限 的 听众 感 兴趣 ， 也 不 是 我 们 普及 工作 的 理想 
项 目 。 这 样 的 材料 积累 多 了 ， 我 们 的 教材 ， 就 可 以 写 得 更 充 
实 ， 更 实际 了 。 

这 个 例子 ， 说 明了 数学 工作 者 从 其 它 科 学 领域 寻找 数学 研 
究 课 题 的 可 能 性 (参看 第 一 章 ). 


§ 0.3 车 间 里 找 


从 一 个 车 间 ， 或 从 个 别 工人 那里 得 来 的 问题 ， 也 有 不 少 是 
很 有 意义 的 。 我 在 这 儿 举 其 中 一 个 作为 例子 ， 叫 做 挂 轮 问 题 。 

那 是 1973 年 ， 我 们 到 了 我 国 中 部 的 洛阳 市 去 推广 应 用 数 
学 方法 。 洛 阳 拖拉 机 厂 的 一 位 工人 给 我 们 提出 一 个 < 挂 轮 问 
题 "。 这 个 问题 ， 可 以 用 数学 语言 表达 如 下 : 1 

给 定 一 个 实数 “， 寻 求 四 个 介 于 20 和 100 之 间 的 整数 a， 
bp，c，d， 使 


axpb 
|: cxd 


最 小 。 
这 位 工人 给 我 们 指出 ， 从 机 械 手 册 上 所 查 到 的 数字 ， 不 
总 是 最 好 的 。 他 以 “= 为 例 ， 手 册 上 给 出 的 是 
377 _ 52x29 


120 20 x 24° 


2108 68 x 62 
他 自己 找到 的 01 2Dx6l 


要 比 手册 上 的 好 。 他 问 “ 还 有 比 这 更 好 的 吗 ? ” 
这 是 委 番 图 逼近 问题 ， 粗 看 起 来 容易 ， 用 连 分 数 有 可 能 
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解决 这 个 问题 ， 妈 从 x 的 渐 近 分 数 
3 22 333 355 103993 


1” 7 106° 113” 33102 ， 
中 能 找到 一 一 个 数 比 这 位 工人 找 出 的 数 更 好 ? 可 是 不 行 ! 数 


2108 3 22 333 ， ， 


为 所 要 求 的 形式 。 这 样 ，r 的 渐 近 分 数 都 不 行 了 。 显 然 ， 直 接 
应 用 连 分 数 去 逼近 已 解决 不 了 问题 。 怎 么 办 ? 

时 间 只 有 一 一 天 ! 在 我 离开 洛阳 的 时 候 ， 在 火车 站 给 我 的 助 
手写 了 一 张 小 纸 条 : 


377 _ 22+355 
120 ”了 +113 


我 的 助手 看 了 这 张 小 纸 条 ， 知 道 我 建议 他 们 用 Farey 中 项 法 来 
处 理 这 个 问题 。 他 们 用 这 个 方法 ， 又 找到 两 个 比 这 位 工人 找 
到 的 更 好 的 分 数 ， 即 


19 x 355+3x333 _7744 _ 88 x 88 
19x113+3x106 2465 85x27 
与 llx355+22 _ 3927 -51x77 
ll x113+7 1250 ”50 x 25 
后 面 这 个 分 数 是 最 好 的 。 
当然 ， 这 个 方法 可 以 用 来 处 理 任意 的 实数 é. 我 的 助手 和 
工厂 的 工人 一 起 ， 仔 细 地 校正 了 手册 ， 并 用 一 些 更 好 的 (实际 
上 是 可 能 找 出 的 最 好 的 ) 建议 比值 ， 来 取代 原来 的 数字 。 他 们 
还 填补 了 手册 中 漏 列 的 项 。 
这 个 方法 对 于 我 们 普及 工作 来 说 ， 也 还 不 具有 普遍 性 ， 在 
工作 中 需 用 “ 挂 轮 计 算 * 的 只 是 工人 中 的 极 少 数 。 如 果 用 这 个 方 
法 改进 了 工程 手册 ， 也 就 起 到 了 同样 的 作用 (参看 第 二 章 )。 
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“ 选 题 "问题 还 需要 多 方 探讨 。 


380.4 优选 法 (O.S.M.) 


“来 回调 试 法 ?是 我 们 经 常用 的 方法 。 但 是 怎样 的 来 回调 试 
最 有 效 ? 1953 年 ，JKiefer 解决 了 这 一 问题 。 由 于 和 初等 几何 
的 黄金 数 有 关 ，Kiefer 法 又 称 为 “黄金 分 割 法 ”。 这 是 一 个 应 用 
范围 很 广 的 方法 ， 我 们 怎样 才能 让 普通 工人 掌握 这 个 方法 ， 并 
用 于 他 们 的 工作 中 ? 

在 这 方面 ， 我 谈 一 一 点 经 验 .我 经 常用 一 张 闪 长 纸 条 按 下 玉 

步骤 讲授 这 个 方法 .。 . 
: 1) 请 大 家 记 好 一 个 数字 0.618。 

2) 举例 说 ， 进 行 某 工艺 时 ， 温度 的 最 佳 点 可 能 在 1000 一 
2000 习 之 间 。 当 然 ， 我 们 可 以 每 隔 一 度 做 一 个 试验 ， 做 完 一 千 
个 试验 之 后 ， 我 们 一 定 可 以 找到 最 佳 温度 。 但 对 一 个 工厂 要 做 
一 千 次 试验 ， 太 多 了 。 

3) 〈 取 出 纸 条 ) 。 假定 这 是 有 刻度 的 纸 条 ， 刻 了 从 1000P 
到 2000T 。 第 一 个 试点 在 总 长 度 的 0.618 处 做 ， 即 1618 人 处 
( 见 图 0.1) 。 我 常用 香烟 在 纸 条 的 这 个 地 方 伐 一 个 洞 把 这 个 
试点 记录 下 来 。 


1000 1618 2000 


图 0.1 
4) 把 纸 条 对 折 ， 在 第 一 试点 的 对 面 ， 即 1382 忆 的 点 @@ 处 
( 见 图 0.2) 做 第 二 个 试验 。 比 较 第 一 、 二 试点 结果 ， 在 较 差 
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点 (例如 @) 处 将 纸 条 撕 下 不 要 ， 保 留 包含 较 佳 点 的 纸 条 ， 


1000 1382 1618 2000 
©® © 


图 0.2 

5) 对 剩 下 的 纸 条 ， 重 复 4) 的 处 理 方 法 ， 直 到 找 出 最 好 
点 为 止 。 1 

用 这 样 的 办 法 讲 ， 即 使 还 没有 受 完 初等 教育 的 普通 工人 ， 
一 昕 就 能 懂 ， 懂 了 就 能 用 。 根 据 $0.1 提出 的 “ 选 题 三 原则 ”， 
我 们 选择 了 若干 常用 的 优选 方法 ， 用 类 似 的 浅显 语言 向 工人 讲 
授 。 

对 于 一 些 不 易 普 及 ， 但 在 特殊 情况 下 可 能 用 上 的 方法 ， 我 
们 也 作 了 深入 的 研究 。 例 如 ，1962 年 提出 的 DFP 法 . 
(Davidon-Fleteher~Powell)， 声 称 收敛 速度 是 


. 2 x=00X 一 x) . 
我 们 在 60 年 代 中 期 就 证 明了 这 一 方法 的 收 化 速度 还 应 达到 
- lx — x = (x x) 


当 我 1979 年 访问 西欧 时 才 得 知 ，W.Burmeister 于 1973 年 曾 
证 明了 这 一 结果 。 但 是 早 在 1968 年 ， 我 们 就 给 出 了 收敛 速度 
达到 

Hx x= dx 一 大 扩 ) 


的 方法 。 这 方法 比 DFP 法 至 少 可 以 少 做 一 半 试 验 ( 见 第 三 、 
四 章 )。 


§ 0.5 分 数 法 


有 时 ， 工 艺 过 程 的 参数 不 是 连续 变化 的 。 例 如 一 台 车 


床 ， 只 有 若干 档 速度 ， 这 时 候 ， 立 5 二 L = 0.618 似乎 难以 用 


2 
上 ， 但 庄 分 数 又 起 作用。 一 的 浙 近 分 数 是 


0 1 1 2 3 5 8 .i 


T "12°35 8” 13 Fr’ 
这 儿 的 诸 严 , 是 Fibonacci 数 ， 由 Fo=0, i==1 及 Fnr?2 二 
Fr1 十 Fs(n 之 0) 来 定义 。 这 个 方法 ， 我 是 利用 “火柴 ”， 在 
车 床 旁 向 工人 讲述 的 。 
例如 ， 一 台 车 床 有 十 二 档 速度 
回国 团 因 轩 回回 团 回 回 轩 加 
我 们 用 十 二 根 火柴 来 表示 它们 。 我 们 建议 在 第 回 档 做 第 一 个 
试验 ， 然 后 用 对 称 法 ， 在 回 做 第 二 个 试验 。 比 比 看 哪个 好 。 
如 果 回 她 便 甩 掉 丫 ~[ 可 ， 留 下 
回回 四 回回 回回 
不 然 ， 则 甩 掉 右面 五 根 ， 留 下 
四 回回 四 向 回回 
在 任何 情况 下 ， 都 留 下 七 根 火柴 。 
不 妨 假定 回 的 结果 好 些 ， 再 用 对 称 法 ， 在 加 做 试验 。 如 
果 还 是 回 好 ， 则 甩 掉 [加 加 回 ， 余 下 的 是 
回回 镶 回 . 
再 用 对 称 法 在 回收 试验 ， 如 果 四 好 ， 便 留 下 


回 串 . 
最 后 在 回 做 试验 ， 如 果 回 较 国 好 ， 则 回 是 十 二 档 内 最 好 
的 一 档 ， 我 们 就 用 第 回 档 药 速度 进 行 生产 
这 种 方法 易 为 机 械 加 工 工人 所 掌握 〈 见 第 三 、 四 章 )。 


$ 0.6 ”黄金 数 与 数值 积分 


5 一! 称 为 黄金 数 。 它 不 仅 在 黄金 分 割 上 有 用 ， 在 委 秋 


图 逼近 论 上 也 占有 独特 的 地 位 。 因 而 启发 我 们 想到 以 下 的 数 ， 
值 积 分 公式 : 


1 pe1 Pet F, 
| waray ~ 2 (去 斌 : 人 
这 儿 {&} 表示 “的 分 数 部 分 。 这 是 一 个 用 单 和 来 逼近 重 积分 
的 公式 。 | . 
如 何 把 这 个 方法 推广 到 多 维 积分 呢 ? 关键 在 于 我 们 要 认 


识 到 5 一! 是 什么 ? 它 是 从 分 单位 加 为 五 份 而 产生 的 ， 也 就 
是 从 解 方程 
x’;=1 
或 x +x?++x? 二 x++1=0 
而 得 到 的 . 命 y=x+x-1 
则 得 2 十》 一 1 = 0. 


VS 一 1 


或 y 一 2cos2™ 


4 
这 是 分 圆 数 。 天 分 国 为 五 从 的 5 一 上 雪 有 用 处 ， 那么， 分 
单位 圆 为 忆 等 份 的 
2cos2ZL ， 1<1s<2 1 -， 
p 2 


是 否 能 用 来 处 理 多 维 的 数值 积分 ?此 处 PP 表示 之 5 的 索 数 。 
Minkowski 定理 早已 证 明 存 在 整数 x|，x，,，… 
Xe-l 及 y， 使 
2rl _ Xl S—1 
i < 二 2 和 
但 Minkowski 的 证 明 是 存在 性 证 明 。 对 于 分 图 域 Q(cos 和 5 ) 
而 言 ， 因为 有 一 个 独立 单位 系 的 明确 表达 式 ， 所 以 能 够 有 效 
地 找到 x,， 2 X 1 及。 因此 可 以 用 


全 全 一 折 中 es- 
了 了 由 


1 F,t | 
来 代替 ( ， | 2 ). t=1, 2, **, Fl. 
anti Ft+i * 


这 一 点 列 贯 ， 不 但 可 以 用 于 数值 积分 ， 而 且 凡 是 用 到 服从 
均匀 分 布 的 拟 随机 数 时 ， 都 可 以 试用 ( 见 第 五 章 )。 


2c0s l<ili<s—1. 


8 0.7 统筹 方法 (O.P.M.) 


教学 改革 的 目的 之 一 是 要 增长 学 生 的 实际 知识 ， 使 他 们 往 
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后 在 实践 中 能 运用 他 们 学 到 的 知识 ， 去 改进 生产 过 程 、 工 程 设 
计 或 他 们 能 涉及 到 的 其 它 工 作 。 以 上 介绍 的 优选 法 ， 既 便于 普 
及 ， 又 是 改进 生产 工艺 的 好 方法 。 
质量 控制 是 在 出 了 次 品 、 废 品 后 ， 不 让 它们 出 厂 ， 从 而 保 
持 本 厂 产品 质量 荣誉 的 方法 。 但 是 ， 与 其 出 了 废品 后 再 处 理 ， 
不 如 先 用 优选 法 找到 最 好 的 生产 条 件 而 减少 废品 率 。 
在 生产 中 ， 除 了 生产 工艺 的 问题 外 ， 还 有 生产 的 组 织 与 管 
理 问 题 。 处 理 这 类 问题 所 用 的 数学 方法 ， 我 们 称 之 为 统筹 方法 
(O.P.M.) 或 统筹 学 . . 
统筹 方法 中 也 有 许多 好 方法 ， 可 以 进行 普及 ， 仅 举 几 例 。 
1) 关键 路 线 法 (CPM) 。 1 
-CPM 是 关键 路 线 法 的 缩写 。CPM 是 什么 ”大 家 都 知道 
了 ， 我 只 介绍 我 们 是 怎样 工作 的 ， 而 不 谈 方 法 的 细节 了 。 我 们 
开始 普及 时 ， 为 了 容易 接受 起 见 ， 而 把 让 工期 缩 到 最 短 作为 目 
标 。 但 是 ， 一 旦 大 家 学 会 了 这 个 方法 ， 就 会 懂得 去 搞 投资 最 少 
及 人 力 、 资 源 平衡 等 较为 复杂 的 问题 。 
我 们 的 第 一 原则 是 根据 实际 工程 ， 使 技术 人 员 与 工人 学 会 _ 
这 一 方法 。 步 又 是 : 
a) 调查 。 调 查 三 件 事 : iD 组 成 整个 工程 的 各 个 工序 ; 
让) 各 工序 之 间 的 衔接 关系 ; 证 ) 每 道 工序 所 需 的 时 间 。 要 做 
好 这 件 事 ， 一 定 要 注意 依靠 生产 第 一 线 的 工人 和 技术 人 员 ， 他 
们 的 估计 比 起 其 他 人 员 的 估计 往往 更 切合 实际 。 
b) 统筹 图 。 依 据 这 些 材料 ， 使 大 家 学 会 画 草 图 ， 再 教会 
大 家 找 关键 路 线 的 方法 。 然 后 大 家 讨论 ， 献 计 献 策 ， 努 力 缩短 
工期 ， 定 出 计划 ， 面 出 CP 图 ( 即 统筹 图 ) 
.5) CP 图 的 实施 。 在 CP 图 实施 的 过 程 中 ， 经 常会 有 提前 
或 延期 完成 某 些 工序 的 现象 ， 要 及 时 予以 了 解 和 调整 ， 随时 对 
12 


关键 路 线 作 出 改变 。 

d) 总 结 。 在 工程 完成 后 ， 依 照 实际 的 进度 重 画 CP 图 ， 
这 样 ， 可 以 把 这 次 的 经 验 记录 下 来 ， 作 为 下 次 类 似 施工 的 参 
考 。 

我 们 体会 到 ， 这 一 方法 宜 小 更 宜 大 。 或 者 从 基层 工段 做 
起 ， 逐 步 汇 成 整个 工程 的 CP 图 。 或 者 从 全 局 着 眼 ， 先 拟 制 一 
个 粗 线条 的 计划 ， 然 后 由 基层 单位 拟订 自己 的 CP 图 ， 再 综合 
起 来 ， 大 家 讨论 修订 ， 形 成 总 图 ( 见 第 六 章 )。 

2) 序 贯 分 析 。 

如 果 有 若干 工程 (每 个 工程 各 有 了 时间 估计 ， 或 可 用 CPM 
估 出 )， 可 以 任意 安排 先后 次 序 施工 。 如 何 安排 次 序 ， 使 总 的 
等 待 时 间 最 短 ? 

在 解决 这 一 问题 之 前 ， 先 讲 一 个 数学 问题 。 

有 两 组 非 负 数 

a 2 0 
与 bi, by ,bb,. 
怎样 的 (as,/ 与 (b1) 的 次 序 ， 使 


Das,bi, 


最 小 ， 或 最 大 ? 答案 是 : (ay ) 与 (bz,) 按 大 小 排列 同 序 时 最 
大 逆序 时 最 小 。 证 明 是 容易 的 。 从 下 面 最 简单 的 情况 ， 不 
难 推出 最 一 般 的 结果 。 


车 dl a,, bi <b,, 
则 aibit+ab;>aib, +a,b, 
即 (0;—ai) (bs -bi)>0. 


一 般 说 来 ， 若 (a) 中 有 两 个 与 其 对 应 的 (5) 中 的 两 个 同 序 ， 则 改 
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动 其 中 之 一 为 逆序 后 ， 和 数 将 减 小 。 
在 盖 明 上 述 数学 问题 后 ， 我 常 举 一 个 简单 的 例子 来 讲 序 
贯 分 析 。 有 一 个 水 龙头 及 n 个 容量 不 等 的 水 桶 ， 依 怎样 的 次 
序 河水， 才能 使 总 的 等 待 时 间 最 短 ? 
设 灌 满 第 一 桶 水 需 时 间 a,， 灌 满 第 二 桶 需 时 间 a,，…， 
灌 满 第 桶 需 时 间 a,。 那 么 ， 注 满 第 一 桶 水 要 等 的 时 间 
是 a,， 注 满 第 二 桶 要 等 a, + 4a,， 第 三 桶 要 等 4a) 二 a, 十 a;， 
等 等 。 总 的 等 待 时 间 是 
7 一 ai 十 (ai 十 0) 十 … 二 (ai 二 as 十 … 士 G，) 
一 Ha1 十 人 P 一 as 十 … 十 an 
当 序 贯 按 升 序 排列 时 最 小 ， 即 
ai<a,<… a 
也 就 是 容量 小 的 先 灌 。 
如 果 有 5S 个 水 龙头 ， 第 一 个 水 龙头 处 的 m 个 水 桶 容量 
为 a 外，a 转 ，…，a 中 ; 第 二 个 水 龙头 处 的 m 个 水 桶 容量 
为 z 马 ，a3，…，ag; 等 等 。 (如 果 水 龙头 处 的 水 桶 个 数 不 
等 ， 则 可 以 引进 一 些 容量 为 零 的 水 桶 ， 使 各 水 龙头 处 的 水 桶 
个 数 都 相等 。) 总 的 等 待 时 间 是 
T=) (ma +(m— Da + … 十 a ) ， 


i=1 


n* 


命 ， bi1=b,=…=6b,=m, 
bori=b,r2 = "=hb;,=m—1l, 
等 等 ， 立 即 得 出 结论 : 仍然 是 小 桶 先 灌 可 得 到 人 了 最小。 与 序 
贯 分 析 有 关 的 问题 ， 我 们 碰 到 的 不 算 多 。 一 般 说 来 ， 这 些 问 
题 用 典型 的 数学 方法 来 处 理 太 复杂 。 当然 ， 这 种 情况 只 有 部 
分 能 得 到 满意 的 答案 ( 见 第 八 章 ) 。 
14 


3) 另 一 个 可 以 普及 的 方法 是 运输 调度 的 图 上 作业 法 。 假 
定 有 m 个 小 麦 产 地 41，…，A,,， 各 产 小 麦 41，…， a 
( 吨 ) ， 要 运往 n 个 消费 点 Bl|，…，B,， 各 需要 小 麦 b,， 
…，0。( 吨 ) 。 怎 样 运输 调度 ， 可 使 运输 的 吨公里 数 最 小 。 
这 问题 当然 可 以 用 线性 规划 的 方法 来 处 理 。 但 我 们 往往 用 较 
简单 和 较 直 观 的 图 上 作业 法 ， 这 个 方法 的 原则 是 在 地 图 上 的 
货运 流向 图 中 没有 对 流 ， 以 及 在 每 一 个 图 中 ， 沿 任 一 方向 的 
流向 总 长 均 不 超过 整个 圈 总 长 之 半 。 可 以 证 明 ， 这 样 的 流向 
图 是 运输 调度 的 最 优 方案 ( 见 第 九 、 十 、 十 一 章 )。 


8 0.8 统计 方法 


1) 经 验 公式 及 数学 见识 的 重要 性 . 

经 验 公式 往往 从 许多 统计 数据 归纳 而 得 ， 具 有 广博 知识 和 
一 定数 学 修养 的 科学 家 ， 很 容易 看 出 某 个 经 验 公式 的 意义 。 举 
个 例子 ， 印 度数 理 统计 学 家 R.C.Bose 分 析 了 印度 稻 叶 的 大 量 
` 样本 ， 得 出 一 个 计算 稻 叶 面积 A 的 经 验 公式 


1.2 : 
我 不 怀疑 此 公式 的 可 靠 性 。 但 是 ， 我 国 的 一 些 农 学 家 应 用 这 个 
公式 去 估计 他 们 的 稻 子 试验 田 的 产量 ， 我 看 了 他 们 稻田 里 叶子 
的 形状 后 ， 便 立刻 指出 这 公式 不 适合 他 们 的 稻 叶 。 他 们 采集 了 
一 些 称 叶 样本 来 测量 ， 果 然 发 现 这 公式 估计 的 面积 比 实际 稻 叶 
面积 大 。 他 们 很 奇怪 ， 我 画 了 下 面 这 个 图 向 他 们 解释 ， 其 中 阴 
影 部 分 表示 叶片 ( 匈 图 0.3) 。 在 这 种 情形 ， 长 方形 面积 与 4 
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的 比 近 似 为 6 ， 即 1.2。 但 在 他 们 的 试验 田 里 ， 叶 片 的 形状 较 
容 长 。 我 又 画 了 另 一 个 图 ( 见 图 0.4) ， 这 时 ， 长 方形 面积 
与 4 的 比 近似 为 ， 当 然 大 于 1.2 了 。 这 就 说 明了 为 什么 
用 Bose 公式 会 高 估 了 他 们 稻 叶 的 面积 。 


|<< YY ELI 
< SS 
Fo 


0.3 


| TN Ne 
SS 


1 图 0.4 

由 此 ， 我 们 得 到 了 很 好 的 教训 : 一 个 经 验 公 式 的 数学 背景 
是 非常 重要 的 。 

2) 简单 统计 方法 。 : 

在 实验 科学 中 ， 我 们 常常 应 用 统计 方法 。 当 然 不 能 否认 ， 
这 些 方法 是 重要 的 。 然而， 我 个 人 认为 某 些 方法 太 复杂 繁琐 ， 
而 且 很 容易 被 滥用 、 误 用 。 先 举 一 些 例子 。 

例 1 以 x,，…，xw 表示 某 一 试验 独立 地 重复 20 次 所 
得 的 观察 值 。 命 
Xi 二 + 二 xw 


0 (均值 ) 


X 一 


S = gg (标准 离 差 ) . 


这 时 ， 做 实验 的 人 可 以 声称 ， 区 间 
(F196 <1 196s ) 
V20 V20 
是 某 种 “均值 ”的 “置信 ”估计 。 这 样 复杂 的 方法 似乎 不 易 
为 我 国 的 普通 工人 所 理解 。 此 外 ， 基 本 的 Gauss 假设 在 这 里 
很 可 能 不 成 立 ! 
实际 上 ， 我 倾向 于 用 如 下 的 简便 方法 。 
将 观察 值 排 好 次 序 ， 记 为 
XW EX 和 EX00. 
我 们 可 以 如 实地 说 ， 观 察 值 落 在 区 间 
(加 +xo) Xa) + X00 ) 
2 ， 2 


中 的 可 能 性 大 于 2 = 0.9。 这 个 方法 可 以 很 快 地 被 我 们 的 工 


人 和 农民 所 接受 。 
例 2 假如 有 两 种 生产 方法 ， 每 种 方法 有 五 个 观察 值 ， 要 
求 检 验 哪 种 方法 较 好 。 以 (ae ，…，a5) 与 (b1,，…, 5b;) 


分 别 表 示 第 一 法 与 第 二 法 的 观察 值 。 我 们 可 以 借助 于 通常 
的 Student ! 分 布 ， 试 一 试 比 较 两 者 的 均值 。 但 要 知道 ， 用 这 
样 一 个 复杂 的 办 法 ， 要 基于 一 系列 的 假设 ， 诸 如 正 态 性 、 同 
离 差 、 独 立 性 等 。 对 于 这 些 东 西 ， 我 国 的 普通 工人 是 不 容易 
理解 的 。 

有 一 个 更 为 可 靠 的 简便 方法 , 它 只 基于 有 序 样本 wa > 
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ao >…>aog 和 bo)>bw >>… >bg 的 比较 ， 可 能 更 适 于 在 

我 国 推广 。 举 例 说 ， 如 果 将 两 组 样本 混合 起 来 比较 次 序 ， 有 
daw >a0 >a8 >aw >bo>a% >bo>bo>bw >b6 

或 am >a0 >aG@ >aw >ag >pbo >bo>bo >bw>bo 

即使 普通 工人 也 很 容易 明白 : 不 能 说 两 种 生产 方法 一 样 好 ， 
而 会 赞同 第 一 种 生产 方法 好 .我 通常 伸 出 两 只 手 ， 两 只 大 拇 
指 互相 交叉 ( 见 图 0.3)， 用 以 说 明 前 者 。 实 际 上 ， 上 述说 法 不 
成 立 的 可 能 性 少 于 0.04。 
Q(?) CC3) 


am ge bebe gc,) 


(Y) ， 


图 0.5 

3) PERT. 
. 考虑 “计划 检查 评审 技术 ”， 简 称 PERT。 假 如 在 表示 某 
工程 的 网 络 中 共有 n 个 活动 ， 描 述 第 i 个 活动 的 持续 时 间 有 三 
个 基本 参数 。 以 ce; ，c， 和 4b, 分 别 表示 “乐观 时 间 ”， “最 可 
能 时 间 ” 和 “ 翡 观 时 间 ”。 第 i 个 活动 的 持续 时 间 ， 通 常 假定 
服从 (a,， 56;) 上 的 一 个 Beta 分 布 ， 具 有 平均 时 间 m,， 

ai 十 4ci 十 六 

m= 
.与 方差 


(bia) 
36 | 

整个 工程 所 需 总 时 间 的 概率 分 布 ， 是 否 可 用 Gauss 公布 来 近 . 
似 ?对 这 个 间 题 仍然 有 争议 。Gauss 分 布 的 前 提 是 中 心 极限 定 
理 (CLT). “服从 Beta 分 布 " 这 个 假设 本 身 己 有 争论 ， 即 使 不 
计 这 点 ， 能 否 草率 地 应 用 CLT， 还 很 有 疑问 。 显 然 ， 假 若 n 
个 活动 的 适当 比例 是 有 序 的 ， 那 么 ， 就 有 必要 去 仔细 分 析 ， 检 
查 Gauss 结论 是 不 是 可 靠 的 ( 见 第 七 章 )。 

4) 试验 设计 。 

我 认为 ， 迄 今 为 止 还 没有 给 予 非 线性 设计 足够 的 重视 。 过 
去 偏重 于 线性 模型 的 研究 ， 却 掩盖 了 一 个 重要 的 事实 : 这 些 模 
型 往往 不 符合 现实 。 在 此 我 不 准备 进一步 阐述 这 一 观点 ( 见 第 
四 章 )。 

5) 分 布 的 类 型 。 

有 人 一 直 主 张 用 Pearson 亚 型 分 布 去 模拟 “特大 ?洪水 间隔 
时 间 的 分 布 。 在 这 个 问题 中 ， 数 据 本 来 就 少 得 可 怜 ， 而 用 
Pearson 亚 型 分 布 是 否 符 合 事实 ? 是 否 明智 ? 都 值得 怀疑 。 更 
不 用 说 从 这 模型 去 预测 下 一 次 大 洪水 到 来 的 时 间 了 。 也 许 用 
“点 过 程 * 方 法 来 模拟 与 预测 这 一 现象 更 为 适宜 ， 在 这 里 点 事件 
表示 洪水 的 周期 。 我 知道 ， 这 个 问题 是 这 一 领域 中 最 富有 挑战 
性 的 问题 之 一 。 


30.9 结 语 


如 果 要 我 用 几 名 话说 明 我 在 最 近 十 五 年 来 普及 数学 方法 中 
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学 到 了 什么 4 我 会 毫 不 犹豫 地 回答 ， 从 中 我 学 会 了 
只 
~ 


0.6 
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第 一 章 关于 在 等 高 线 图 上 计 


算 矿藏 储量 与 坡地 面积 的 问题 . 
8 1.1 引言 | 


“感谢 我 国 的 地 理 、 矿 治 与 地 质 工作 者 们 ， 他 们 向 我 们 介绍 
了 不 少 计算 矿藏 储量 与 计算 坡地 面积 的 实用 方法 ， 使 我 们 能 学 
习 到 这 些 方法 ， 从 而 进行 了 一 些 研究 。 作 者 试图 在 本 文中 对 这 
些 方法 进行 比较 ， 阐明 它 们 相互 之 间 的 关系 ， 与 这 些 方法 的 偏 
差 情况 ， 并 提出 若干 建议 。 

关于 分 层 计算 矿藏 储量 方面 ， 在 矿 体 几 何 学 上 ( 哆 2]~ 

[4]) 有 BaywMaa 公式 ， 截 锥 公式 与 梯形 公式 。 设 用 它们 算出 来 

的 矿藏 体积 分 别 为 。，v 与 wm。 本 文 证 明了 它们 满足 不 等 式 : 
VEDI ED, 

并 且 完 全 确定 了 取 等 号 的 情况 。 关 于 这 三 个 公式 的 比较 问题 ， 


@ 与 王 元 同志 合作 。 
21 


”作者 认为 主要 应 从 量 纲 来 看 ， 因此 我 们 认为 Baywan 公式 的 局 
限 性 较 少 。 

本 文 提供 了 一 个 双 层 合算 矿藏 储量 的 公式 ， 这 个 公式 的 获 
得 首先 在 于 我 们 找到 了 Bayman 公式 的 一 个 新 证 明 。 这 个 证 明 
既 简 单 ， 而 又 易于 进一步 改进 。 它 的 优点 在 于 比 Bayman 公式 
麻烦 得 并 不 很 多 ， 但 比 BayMa 公式 多 考虑 了 一 些 因素 ， 则 时 
也 比 Co6onesckmii 公式 〈 即 通常 的 双 层 合算 矿藏 储量 的 公 
式 ， 见 四 一 财 ) 多 考虑 了 一 些 因 素 。 我 们 推荐 它 供 我 国 矿藏 
储 嘲 计 算 工 作者 参考 或 试用 。 

关于 坡地 面积 的 计算 方面 ， 在 地 理学 上 常用 Bomkoa 方法 
( 见 [ 引 一 [6D;” 在 矿 体 几何 学 土 ， 则 常用 Biywaa 方法 ( 见 [1] 
~~[2])。 本 文 指 出 ，BayMa 方法 比 Bomkoa 方法 精密 ， 但 用 
这 两 个 方法 算出 的 结果 常 比 真正 的 结果 偏 低 。 本 文 完全 定 出 了 
能 够 用 这 两 个 方法 来 无 限 精密 地 计算 其 面积 的 曲面 及 指出 这 两 
个 方法 的 偏差 情况 。 详 言 之 ， 偏 差 依赖 于 曲面 上 点 的 倾角 的 变 
化 。 只 有 当 整 个 曲面 土 各 点 的 倾角 都 相差 不 大 时 ，Bomzkop 方 
法 本 能 得 到 精确 结果 ， 而 只 有 当 曲 面 在 相 分 两 等 高 线 间 的 点 的 
倾角 的 变化 不 大 时 ，Baymar 方法 才能 给 出 精密 的 结果 ， 然 而 
在 其 他 情况 下 ， 用 这 两 个 方法 的 误差 就 可 能 比较 大 了 ， 因 此 我 
们 建议 在 等 高 线 图 上 通过 制高点 引进 车 于 条 放射 线 ， 当 曲面 与 
直 绞 面相 近 时 ,可 以 分 别 求 出 相 邻 两 条 放射 线 间 的 许 面 积 ， 然 
后 总 加 起 来 。 如 果 相 邻 两 条 等 高 线 闻 与 相 邻 两 条 放射 线 间 ， 曲 
- 面 的 倾角 的 变化 都 比较 大 时 ， 可 以 分 别 算出 由 放射 线 及 等 高 线 
所 织 成 的 每 一 小 块 的 表面 积 ， 然 后 总 加 起 来 。 这 样 算出 的 结 
果 ， 偏 差 就 比较 小 了 。 


8 1.2 矿藏 储量 计算 


1. BayMman 方法 2 本 
“假定 有 一 张 矿 藏 的 等 高 线 图 ， 高程 差 是 h， 地 图 上 所 表示 
的 一 圈 ， 实 际 上 便 是 一 定 高 程 的 矿 体 的 截面 积 。 我 们 来 估计 两 
张 这 样 的 平 页 之 闻 的 矿藏 的 体积 。 这 两 张 平面 之 间 的 距离 便 是 
高 程 差 h。 我 们 以 4，B 各 表示 下 、 上 两 个 等 高 线圈 所 包围 的 
截面 ( 见 图 1.1， 它 们 的 面积 亦 记 为 A，B)。Bayman 建议 用 : 


fi TO DD) 
-|3 (A+B) 6 上 (1) 


来 估算 这 两 个 高 程 间 的 一 片 的 体积 。， 此 处 T(4，B) 是 用 以 
下 方法 所 画 出 的 图 形 的 面积 ， 称 它 为 Baymaa 改正 数 。 


图 1.1 图 1.2 i 图 1.3 . 

如 图 1.2 中 ， 从 制高点 O 出 发 ， 作 放射 线 OP， 这 放射 线 
在 地 图 上 4，B 之 间 的 长 度 是 1。 另 作 图 1.3， 取 一 点 O4。 
与 OP 同方 向 取 0'P’ = 1。 当 P 延 着 4 的 周 界 走 一 圈 时 ，Pp/ 
也 得 一 图 形 ， 这 图 形 的 面积 就 称 为 BayMan 改正 数 。 因 为 它 依 
赖 于 两 截面 4 与 ， 所 以 我 们 用 T(4，B) 来 表示 它 。 

把 算出 来 的 矿 体 体积 一 片 一 片 地 加 起 来 ， 就 得 到 矿藏 的 体 
积 VV. 换言之 ， 设 矿 体 的 等 高 线 图 的 n 十 1 条 等 高 线 所 围 成 的 
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面积 依次 为 So，S,，…，S,， 则 矿 体 的 体积 大 由 下 式 来 近似 
计算 : 
V= (3 十 Ys, ) Ennse) (2) 


m=1 m=0 


此 处 有 为 高 程 差 (图 1.4) 。 

定理 。” (BayMan) 已 知 物体 的 下 底 4 与 上 底 8B (其 面积 
亦 记 为 4，B) 均 为 平面 ， 且 4 平行 于 B，h 为 它们 之 间 的 
高 ，O 为 8 上 一 点 ， 车 用 任意 通过 O 而 垂直 于 为 的 平面 来 截 
物体 ， 所 得 的 截面 都 是 四 边 形 ， 则 物体 的 体积 bv 恰 如 (1) 式 


图 1.4 图 1.5 


证 以 O 为 中 心 ， 引 进 极 坐标 〈 见 图 1.3) 。 命 高 度 为 = 
的 等 高 线 的 极 坐标 方程 为 1 
p=pz，0) (0<0<2x) ， 
其 中 ，p(z，0) = p(?，2z)。 今 后 我 们 常 假 定 p(z，0) (0 0 
<2r，0 和 z 和 j) 是 连续 的 ， 我 们 不 妨 假定 4、 8B 的 高 程 各 
为 0 及 hh。 并 且 记 
p1(0)= p(0, 0), p,(0)= pl(h, 0) 
由 假定 可 知 
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plz, 0)= 
因此 物体 的 体积 为 
了 | [pk b)d6dz | 
| (和 于] dzd0 ~ i 
| (+ La 本 ja 


(9) (0O<z<h) 


LI > LI”~ 


-一 


1， 2(0)a0 十 | oa] 


2x 
0 oe 


定理 证 完 。 

2，Eaywaa 公式 ， 截 锥 公式 与 梯形 公式 的 关系 

假定 物体 的 下 底 4 与 上 底 B 均 为 平面 且 4 平行 
于 B，h 为 它们 之 间 的 高 ，O 为 B 上 一 点 ， 除 BayMan 公式 
外 ， 常 用 下 面 两 公式 来 近似 计算 物体 的 体积 : 


. 截 锥 公式 : mn = (4+B+VAB) ， (3) 
梯形 公式 : py = 也 (4 十 B) ， 4) 
通常 当 委 二 2 > 40% 时 ， 用 公式 (3)， 而 当 人 <4 二 8 <40% 


时 ， 用 公式 (4) . 
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定理 1 不 等 式 
CE . (5) 
恒 成 立 ， 当 且 仅 当 物 体 为 截 锥 ， 且 此 锥 体 的 顶点 至 底面 4 的 
垂 线 通过 点 O 时 ，v = v1， 当 且 仅 当 A4=B 人 时 , v=»,. 
证 ”如 BayMan 定理 中 的 假定 ， 由 Bayman 公式 及 
ByHakoBckuif 一 Schwarz 不 等 式 可 知 


"= 人 | 1 + p2(0) + p10)pa(0))do 


<4|} F "pr(O)d0+3 | p3(9)d6 


+ | | pa] p2(0)a0 | 


-$4 +B+VAB)=v, 


当 自 仅 当 p1(0) = cp,(0)(0 < 9< 9x，c 为 常数 ) 时 ， 即 当 这 物 
体 为 一 截 头 锥 体 ， 而 此 公休 的 顶点 至 底面 4 的 生 线 通过 点 .0 
时 ， 才 会 取 等 号 (图 1.6). 
.又 由 于 
h 


v2 — oi -I(4+B) -4(4+B+VAB) 


二 小 
=EQ4 -VB)’ >0, (1D 
所 以 D1 SV,. | / \ 
当 且 仪 当 4 = B 时 取 等 值 ， 定 理 证 完 . KE 
.关于 这 三 个 公式 的 比较 问题 ， 我 们 认 
为 主要 应 该 从 量 纲 来 看 ， 面 的 量 纲 为 2。 图 1.6 
所 以 把 面 的 最 纲 考虑 为 1 所 得 出 的 公式 ， 局 限 性 往往 是 比较 大 
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的 。 
梯形 公式 是 把 中 间 截 面 看 成 上 底 与 下 底 的 算术 平均 而 得 到 
的 ， 所 以 把 面 的 量 纲 当 作 1。 

Bayman 公式 则 是 将 中 间 截 面 作为 量 纲 .2 来 考虑 的 。 详 言 
之 ， 它 假定 了 p(z，g) 为 p(0，0) 与 p(h，0) 关 于 z 的 线性 关系 
而 得 到 的 ( 见 D 。 

截 锥 公式 亦 是 将 中 间 截 
面 的 量 纲 考虑 为 2， 但 比 
EayMa 公式 还 多 假定 了 
p(0, 90)=cp( h, 0)O0< 0< 
2r)， 此 处 c 为 一 常数 。 

因此 我 们 认为 Bayman 图 1.7 
公式 更 具有 普遍 性 ， 所 以 用 它 来 近似 计算 物体 的 体积 ， 一 般 说 
来 ， 应 该 比较 精确 ， 但 这 并 不 排斥 对 于 某 些 个别 物 体 ， 用 其 他 
两 个 公式 更 恰当 些 的 可 能 性 。 例 如 有 一 梯形 ， 其 上 底 与 下 底 的 
宽度 相等 (如 图 1.7 所 示 )。 用 梯形 公式 反而 能 获得 它 的 真正 
体积 ， 而 用 Bayman 公式 与 截 锥 公式 来 计算 ， 结 果 就 偏 低 了 。 
不 过 ， 我 们 注意 此 时 这 樟 形 的 基 面 的 量 网 为 《由 于 滑 》 轴 未 
变 )。 

相对 于 BayMa 公式 ， 我 们 还 可 以 估计 用 梯形 公式 与 截 锥 
公式 的 相对 信 营 。 


例如 当 冯 40% (即时 ， 用 各 形 公 二 和 
出 的 结果 相对 于 BayMa 公式 算出 的 结果 的 相对 偏差 为 
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1 1 h . 
L 一 二 ~T(4, B 
mr 2+ F(A4+Bh+E TA ) 


1 


1 hi 
: 了 (4 + B)h 6 T(4, 8).. 
~ 3(4+B)-T(4,B) . 
因为 T(4, B)<A4—-B 
1 2 1 2 2 _1 2 > . 
Bp} (p10 — pa(0)*a0 <3|, p30)ao ;| p30)ao, 


此 不 等 式 显然 成 立 ) ， 所 以 
oe 
24 十 48 


1 


A< 


再 以 条 件 互 > 二 4 代入 ， 得 


3. 建议 一 个 计算 矿藏 储量 的 公式 

BayMa 公式 是 假定 p(2， 为 p(0, 四 与 p(h, 四 关于 z 
的 线性 关系 而 得 到 的 。 如 果 我 们 将 两 相 邻 分 层 放 在 一 起 估 
计 ,' 即 已 知 相 邻 三 等 高 线 p(0， 人 办 ，p(h，0) 与 p(24，0)。 我 
们 用 通过 p(0，9 提 ，p(h，0) 与 p(24，0) 的 抛物 线 所 形成 的 曲 
面 p = p(z，0) 来 通 近 矿 体 这 两 分 层 的 表面 ， 因 此 我 们 建议 用 
如 下 的 计算 方法 。 

命 4，B，C 分 别 表示 连续 三 等 高 线 所 围 成 的 截面 (面积 
亦 记 为 4，B,，C) ，A 与 BB 及 8B 与 C 之 间 的 距离 都 是 有/， 
则 这 两 片 在 一 起 的 体积 可 用 以 下 公式 来 近似 计算 
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0 一生 (4+48+O 一 此 CT(4， 有) 


+27(B，C) 一 T(4，C)) . (6) 
如 果 不 计 (6) 式 中 的 第 二 项 ， 就 是 熟知 的 
Co6omeBcgHzii 公式 。 把 二 片 二 片 的 体积 总 加 起 来 ， 就 得 到 矿 
藏 的 总 体积 斑 的 近似 公式 。 换 言 之 ， 设 矿藏 的 等 高 线 图 的 .27 
十 1 条 等 高 线 所 围 成 的 面积 依次 为 So，S, ，…，Sw， 而 高 程 
差 为 h， 则 矿藏 的 体积 7 由 下 式 来 近似 计算 


nl n—l1 ” 
v=4|so+ ss +4E su +27s | 
i=0 i=l 


天 一 了 形 一 于 - - 
-各 |25 T(Sy,S241) +22, TO» 41%57+2) 
i=0 i=0 


-Zr so)| 0 


注意 : 如 果 等 高 线 图 含有 偶数 
条 等 高 线 、 则 最 上 面 一 片 可 以 单独 
估计 ， 其 余 的 用 公式 (7)。 
”定理 2 已 知 物体 的 上 底 C 与 
下 底 4 均 为 平面 ，B 为 中 间 截 面 
(面积 亦 分 别 记 为 C，A4，B), 且 
4，C 都 与 8 平行 ，4 与 B 之 间 及 


B8 与 C 之 间 的 距离 都 是 ,0 为 C 0 1 
上 一 点 (图 1.8)。 若 用 任意 通过 训 \ 

O 而 垂直 于 C 的 平面 截 物体 ， 所 

得 的 截面 的 周 界 均 由 两 条 直线 及 两 图 1.8 


条 抛物 线 所 构成 ， 则 物体 的 体积 w 恰 如 (9) 式 所 示 。 


证 以 O 为 中 心 ， 引 进 极 坐标 ， 命 高 度 为 z 的 等 高 线 的 
极 坐标 方程 为 


p=p(z, O00<2r, pz, 0) = p(z，27) ). 
不 妨 假 定 4，B8，C 的 高 程 分 别 为 0，h，24h 并 且 记 


~ p1(0)= p(0, 0), p2(0) = plh, 0), p3(0)=p(2h, WD 
由 假定 可 知 


pe, = E40 p,(0) 


—2h 
-pO +E 
因此 物体 的 体积 v 为 
28 2 
了 | | p’(z, Od0dz 


-1[*a0 a9| "| ead ACE- 2 ,0 


2 
-3 ,(0) + -Ah) p00 | a 


= 二 | ER 10 p00 i 


+ 言 p1(0)p2(0) 


+ 二 0:00:(0) - 三 入 wo:@|o 


-站 2 4p2(0) ,pi(0) 
2 0 3 3 


2 到 
一 T15 (p 1 (0) 一 p2(0)? 一 车 (p,(0) 一 p3(0)? 


十 言 (1:@ -oo 


= 和 4 (4 +4B+C) 一 全 (2T (4, 8B) 


+2T(B, C) 一 7T (4， O). 


定理 证 完 。 

“$1.3 坡地 面积 计算 
4.Bayma 方法 及 Bonkos 方法 
现在 先 介 绍 矿 学 家 及 地 理学 家 


所 常用 的 方法 ， 假 定 地 图 上 以 Ah 

为 高 程 差 画 出 等 高 线 ， 今 后 我 们 党 

.假定 有 一 制高点 ， 及 等 高 线 成 图 的 

情况 来 讨论 (其 他 情况 也 可 以 十 分 . 
容易 地 被 推出 来 )。 我 们 假定 由 制 
高 点 出 发 ， 向 外 一 入 一 图 地 生出 等 图 1.9 加 
高 线 (4 )，(1 2)，…，(4) (图 1.9)。 记 (和 的 高 度 为 0， 而 

制高点 用 () 表 之 ， 它 的 高 度 是 各) 与 (4s 之 则 的 面积 用 有 
表示 ( 即 投影 的 面积 )。 

- 工 . 矿 体 几何 学 上 常用 的 方法 的 步 又 如 下 : 


a.、C, = 了 (1 + 04DAN (中 间 直 立 隔 板 的 面积 )， 


zm 
] 
WD 


(1) 


b. TYE +C? 就 是 所 求 的 斜面 积 的 渐 近 值 (BayMman 


i=0 


方法 ) 。 
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I， 地 理学 上 常用 的 方法 的 步骤 如 下 : 
a. 1 二 交 1，( 等 高 线 的 总 长 度 )，B = 下，( 总 投影 面 


i=0 j=0 


积 ) ,tga= 人 4 (平均 倾角 ); 


b. Bseca 二 NB + (Ap -1) : 就 是 所 求 的 斜面 积 的 渐 近 
式 (BomrkoB 方法 ) 。 

附 记 Ya? +52 可 以 借 商 高 定理 ， 用 图 解法 很 快 求 出 。 

这 两 个 方法 娜 一 个 更 好 一 些 ? 这些 方法 给 出 的 结果 在 怎 
样 的 程度 上 迫近 斜面 积 ? 换 句 话说 ， 当 等 高 线 的 分 布 趋向 无 
限 精密 时 (也 就 是 Ap 一 0 时 ) ， 这 些 方法 所 给 出 的 结果 是 什 
人 么 ? 是 否 就 是 真正 的 斜面 积 呢 ? 一 般 说 来 ， 答 案 是 否定 的 ， 
“仅仅 是 一 些 十 分 特殊 的 曲面 ， 答 案 才 是 肯定 的 。 我 们 将 在 下 
面 定 出 这 些 曲 面 ， 并 将 给 出 这 些 方法 和 实际 结果 的 相差 比 
例 ， 同 时 指出 避免 较 大 偏差 的 计算 步骤 。 

5. Ba，Bo 与 S 的 关系 

以 制高点 (1,) 为 中 心 0， 引 进 极 坐标 。 命 高 度 为 z 的 等 
高 线 方程 为 

p=plz, 有 (0 和 6 和 27)， 

”其 中 plz, = plz, 27). 我 们 在 今后 常 假定 


PB GE (0<0<2n, 0<zgA) 都 是 连续 的 , 
命 zi = 乞 ， 则 1 所 包 图 的 面积 等 于 


了 | p2(z,，bd6， 
所 以 由 中 值 公式 可 知 
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“ 四 2x + 2 “ 四 : 
8, -二 | D—p’ (zi41 0 | 
0 


= | ‘plz ) Es dpi, 0 op, 


此 外 z;E[z,， 二 另 一 方面 ，W,) 的 长 度 等 于 


2r ， 0 ,9.0 2 
1 一 ds -| p’(z,,0) + (2 有 ) ci ， 
(1) 0 06 


”由 Baywaz 方法 所 得 出 的 结果 是 
fr /op(zi, OY 
C | -| pei0+( 2 二) GOAA， 
这 里 用 了 中 值 公式 ，z; el[z,，z;;,]， 因 此 当 Ap 一 0 时 ， 
TVBiC? 


趋 近 于 
sf 党 人 


这 便 是 用 BayMag 方法 算出 的 斜面 积 ， 当 AA 一 0 时 所 趋向 的 
数值 。 - 


又 易 见 a-31 p2(0，6)db = | | -pds 


(注意 : p(h，0) = 0) 及 Ahl 的 极限 应 当 等 于 


. "hh 2 Do js 0 2 
CC 天 


i=0 


= af /| :+ 各) 0, . 
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因此 用 Bonxos 方法 算出 的 斜面 积 ， 当 Ah “0 时 ， 所 趋向 的 
数值 为 的 
+ (fof fo 


(名 ) «). (10) 


(asf ~ ogee) 


由 于 


- 2 
dz =|( 2 和 :eez+222 Dp gpdz + 1+( 2 dz? 
6) FF 0 dz 5z ， 


” 所 以 斜面 的 面积 8 为 


一 人 人 2 {op _,_p ， 
3 十，Vv !( 器 AD 


为 了 比较 EBa，Bo 与 $， 我 们 引进 一 个 复 值 函数 


0 0 
f(z, 0)=p5F +ijp "+( 器 )， (12) 
则 得 
、 “下 | 2 
5a= | (13) 
mhr2n 
Bo = jj (z; 0) dbdz|， (14) 
及 
hr2n . _ 
3=| | [IF (Gz，6) |dodz. (15) 
因此 显然 有 不 等 式 
Bo 和 Ba 和 S (16) 


由 此 可 见 : (i) Bayman 方法 比 Bonxos 方法 精密 ， 
的 所 求 出 的 结果 比 真正 的 结果 偏 低 一 些 些 ; ( 壕 ) BayMa 方法 
既然 偏 低 ， 因 此 可 以 作 如 下 的 修改 ， 即 取 C， = 一 7 An。 这 样 既 
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简化 了 算法 而 又 增 大 了 数值 。 : | 

现在 来 考虑 Bo = S$S 及 Ba = 的 曲面 , 先 讲 下 面 的 引 
理 : ， 

引 理 ” 若 f(x) 为 区 间 [a，b] 中 的 复 值 函 数 ， 此 处 a, b 
均 为 实数 ， 则 等 式 ~、 


fr eel= freom a 


成 立 的 必要 且 充分 的 条 件 是 / (x) 的 虚实 部 分 之 比 为 常数 . 
证 命 / (x)= p(x)e”™ ，p(xz)>0， 而 9(x) 是 实 函 

数 ， 显 然 如 果 0(x) 为 与 x 无 关 的 常数 ， 则 (17) 成 立 。 反 

之 ， 由 于 | 


(| 六 (x)dx 


) 一 | | / (Cf adxdy 


brb : . 
=| | px)ply)e 0 ~) Txqy 


=2 {| ppb)eostote) -olaxay, 


agx<y<b 


(Ff 3) =2 Tf pCOpO dxdy 


dRxX<yE 


因而 若 (17) 成 立 ， 则 必 
cos(0(x)) — 0()) = 1, 
即 8(x) = 80)。 此 即 引 理 所 需 ， 
易 知 对 于 多 重 积分 ， 引 理 依然 成 立 。 
由 引 理 可 知 


Bc=| 太 re gb)dzd8 


- J be, olarae-s 
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成 立 的 必要 且 充 分 的 条 件 为 f(z，90) 的 虚实 部 分 之 比 是 党 
数 c,“ 则 得 偏 微分 方程 


p? +( 句 ) (人 。 (18) 
换言之 ， 仅 有 适合 这 偏 微分 方程 的 函数 :p = p(z， 
0)- ，Bonxos 方法 才能 给 出 正确 答案 。 这 当然 要 适合 以 下 的 
条 件 : plh, =0 (这 是 制 高 点 ) 及 p(0, 909) = po(0) (这 是 曲 
面 的 底盘 方程 ) 。 

我 们 并 不 解 这 偏 微分 方程 ， 而 从 它 的 几何 意义 人 手 ， 把 8 
与 z 看 成 参 变数 ， 即 | 

X= pcos0, y= psing, z= 727, 


而 p 是 0 与 z 的 函数 ， 由 


Ox _0p 

Bz] = 了 6 cosg 一 psin0， 索 ee 十 pcos0， 天 『 二 
Ox Op Oy _ _ap 
BE cos0, BB sinb，. 天 =1 


得 知 在 曲面 上 的 点 (9，z) 的 法 线 方向 是 


60 Oz 


由 (18) 可 知 它 与 z 轴 的 交角 a( 即 点 (0，z) 的 倾角 ) 的 余弦 等 
于 


( 芭 Sing 十 pcosb， 一 2 cosb 十 psin0， 一 3) 


op 
Cos -天 一 一 一 一 = 一: 
op Op 上 V1+ec? 
\Pfaz 8)™? 


是 一 常数 。 也 就 是 说 ， 这 曲面 的 切 平面 与 地 平面 (有 xy 平 
面 ) 成 一 固定 角度 x。 我 们 来 说 明 这 样 的 曲面 的 几何 性 质 . 
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从 制高点 向 xy 平面 作 任 一 垂直 平面 ， 这 平面 与 该 曲面 的 
交 线 有 次 之 性 质 。 这 上 曲线 上 每 一 点 的 切线 与 xy 平面 的 交角 
为 a。 因 此 ， 它 是 一 条 直线 。 : 

从 任 一 平面 封 闵 曲线 (1o) 作 底盘 ， 以 任 一 投影 在 盘 内 的 
点 (1,) 作 制 高 点 。 通 过 制高点 与 底盘 垂直 的 直线 称 为 轴 。 通 
过 (16) 上 任 一 点 4 作 一 直线 ， 它 在 4 与 轴 所 成 的 平面 上 , 
与 底盘 的 交角 是 x。 这 样 直 线 所 成 的 图 形 便 是 适合 Bo = S 的 


图 形 。 
图 1.10 


所 以 ， 如 果 有 最 高 峰 ， 而 且 向 下 看 没有 陡峭 的 角度 ， 则 仅 
有 以 下 的 曲面 才能 Bo = S。 底 盘 是 圆 或 圆 的 若干 切线 形成 的 
多 角形 或 一 些 圆 弧 及 一 些 切线 所 形成 的 图 形 ， 轴 的 尖端 在 通过 
圆心 而 垂直 于 底盘 的 直线 上 ( 郊 图 1.10) 。 

通俗 些 说 ， 只 有 蒙古 包 ， 金 字 塔 和 一 些 由 此 复合 出 来 的 图 
形 ， 才 能 由 Bonkos 方法 来 无 限 逼 近 ， 

但 什么 时 候 Ba = S 呢 ? 当然 Bo = 5 的 时 候 Ba = 5 除 掉 
上 面 所 求 的 曲面 ， 还 有 其 他 曲面 否 ? 等 等 。 有 1! 证 明 如 下 ， 从 


5a= [fo (z, 0) dg a=f{ | (z, 90) |dbdz=S 


由 (fv eo 0-|f 6 0 ol)a=o 
因为 积分 号 下 的 函数 是 非 负 的 。 因 此 对 任 一 z 常 有 


37 


2x 2 
fv ,0 la0=|f of 6, 0 | 
0 0 0 


因此 当 固定 z 时 , / (z，0) 的 虚实 部 分 之 比 是 常数 ， 即 方 
程 (18) 中 的 ec 是 仅 为 z 的 函数 。 所 以 仅 有 下 面 的 曲面 才 
能 Ba = S。 高 程 相同 之 处 ， 曲 面 有 相同 的 倾角 。 用 通俗 的 话 
说 ， 只 有 葫芦 ， 白 塔 (北海 ) ， 才 能 由 ,Bayma 方法 来 无 限 逼 
近 。 | | 

”现在 我 们 来 估计 一 下 这 两 个 方法 给 出 的 结果 的 偏差 情 
况 。 假 定 曲面 上 点 的 倾角 的 余弦 介 于 两 正常 数 上 与 了 之 间 ， 即 


5 扫 Cos0 委 1， . 


=V1—n $. 
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因此 Bo>NEiS?+(—n)S=VIte -ns. 
又 因为 1 >n 之 E>0， 所 以 
< 1 十 E2 一 入 
(将 两 端 平方 ， 此 式 即 (wy? 一 (1 一 加) 兰 0) 即 得 
Bo> 5 

总 而 言 之 ， 我 们 证 明了 下 面 的 定理 。 

定理 3 ”车 曲面 p=p(z, (0<zgh, 0 和 bs<s2z) 上 
任 一 点 的 倾角 cc 的 余弦 都 满足 0 <&< cosa < mn， 则 不 等 式 


$s<hocsacs (19) 


成 立 。Bo = 8 的 充 要 条 件 是 曲面 的 任意 点 都 有 相同 的 倾 
角 ，Ba = S 的 充 要 条 件 是 曲面 在 高 程 相等 处 的 点 有 相同 的 倾 

6. 算法 建议 

由 定理 3 可 以 看 出 只 有 当 
曲面 上 的 点 的 倾角 变化 不 大 
时 ，Bonxkos 方法 才能 得 到 精确 
结果 ， 而 只 有 当 曲 面 在 相 邻 两 
高 程 间 的 点 的 倾角 相差 不 大 
时 ，BayMan 方法 才能 给 出 精密 
的 结果 ， 然 而 在 其 他 情况 下 , 
用 这 种 方法 的 误差 就 可 能 比较 
大 了 。 图 L11 

“因此 我 们 建议 如 下 的 算法 : 在 等 高 线 图 上 (图 11) , 通 
过 制高点 六 引进 若干 条 放射 线 06,0,,…,6。1; 其 中 6 的 幅 角 
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等 于 > 型 。 放 射线 01,0)+， 与 等 高 线 0 ，1i+1 所 转 成 的 面积 记 
为 dy;l; 被 9,、0,;1 所 截取 的 一 段 的 长 度 记 之 为 1,，。 

方法 I a. D) -= 了 d，，( 等 高 线 图 在 放射 线 0) 与 0, 之 间 
的 面积 ) ; 上 

b.E, -( Zi) (中 间隔 板 在 两 直立 墙壁 之 间 的 面积 
2 和 ); 

c ci = 史 VD7TE7 就 是 所 求 曲面 面积 的 渐 近 值 . 


i=0 


”方法 .a.e; = 1;Ah (中 间隔 板 在 两 直立 墙壁 之 间 的 面 
积 ) ; 
b. o, = 5 > Yd? +e? 就 是 所 求 曲面 面积 的 浙 近 值 。 


与 上 段 相同 的 方法 可 知 


K=| (fa) +(f + 和) 人 d0 


-eo 


do | (20) 


2x rh 
= |'v (z, 0) ldzag (21) 
分 别 为 当 n 一 0，m 一 oo 时 ，o 1 与 a, 所 趋 近 的 数 ( 关 
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于 f(z，0) 的 定义 请 参看 (12) 式 ) 。 


显然 Bo 和 及 <S ( 见 (10))， 同 上 段 的 方法 可 知 玉 = 


的 充 要 条 件 为 曲面 为 直 纹 面 。 由 于 os 趋 于 真 面 积 ， 所 以 
方法 工 最 为 精密 可 靠 。 


[1] 


四 
[3] 
[4] 


[9] 
[9] 
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第 二 章 ， 挂 轮 问题 


”$2.1 引言 


2 在 轮 问 题 是 我 国 一 位 普通 工人 庄 益 敏 师 傅 向 我 们 提出 来 
的 。 他 想 知道 ， 怎 样 从 齿 数 为 20，21，…，100 的 齿轮 中 ， 选 
取 两 对 齿轮 ， 使 输出 速度 (或 传动 比 ) 尽 可 能 接近 r 的 最 佳 
齿轮 比 。 这 个 问题 相当 于 在 20 与 100 之 间 ， 找 出 四 个 整数 
a,，b，c，d， 使 
axpb 
cxd 


达到 最 小 。 这 是 一 个 丢 番 图 通 近 问题 。 问 题 的 一 般 形 式 为 : 

问题 ， 给 出 实数 a， 整数 k (<< 下 ) 与 1 (< 工 ) 及 两 个 
正 整数 集合 和 Y= {xi,，…, xi} 与 Y= 1 …, yi} 。 
求 无 中 的 大 个 整数 xi ，…，xi， 与 了 中 的 1 个 整 
数 ，，…， ， ,使 


元 一 
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达到 最 小 。 

本章 中 ， 我 们 将 利用 连 分 数 与 Farey 中 项 插值, 给 出 解决 
上 面 问 题 的 算法 。 漠 且 给 出 庄 天 入 提出 的 同时 的 解答 ， 作为 
这 个 方法 的 一 个 例子 。 


8$ 2.2 简单 连 分 数 


对 于 任意 非 整数 的 实 堵 x， 可 以 写 为 
“=ao + ao= [a] ,al>1, 
1 


此 处 [cx] 表示 a 的 整数 部 分 。 进而 言 之 ， 车 i 不 是 一 个 整 
数 ， 记 


1 
x1 一 41 十 一 ，ai1 = 一 [ej), a>l. 


一 般 地 ， 若 a,_， 不 是 一 个 整数 ， 记 | 


1 
Ka-i TT a1t ， dn-i 一 Ko 1] ， xn >1, : 
于 是 ， 得 «的 展开 式 : 
&% 一 Go 十 
Q1 十 
QG2 十 , 
十 1 
a, 十 
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这 里 的 每 一 个 ai(Gf > 1) 都 是 正 整数 ， 简 单 记 为 


a=ao+ + 1 十 … 
al 22 Cn 
或 色 一 [ao Ci，C2， Ch， 全 。 、 (2.1) 


这 称 为 « 的 简单 连 分 数 展开 式 。 如 昌 土 面 的 展开 式 是 有 限 的 ， 
则 a 为 有 理 数 ， 否 则 x 为 无 理 数 (可 以 参阅 [3]P 
251; [2]PP.135 一 136) . 因 [Cao, al, …, a,, 1) 
= [ao, dl, *…, a,+1), 

所 以 ， 如 果 展 开 式 的 最 后 一 个 数 被 规定 取 大 于 1 的 整数 ， 则 x 
的 简单 连 分 数 展开 式 是 唯一 的 。 无 理 数 a 恒 有 唯一 的 展开 式 。 
(2.1) 式 给 出 x 的 简单 连 分 数 ， 则 有 限 简单 连 分数 
[ao，al， qs a,] 

叫做 & 的 第 n 个 渐 近 值 。 

定理 2.1 命 p, 和 g, 由 

Po=ao0o, Pi~=aiao+!l, 

Pn=apn_1+p,-2 (n> 2), 

qo=1, qi=al, qn—=4nqn-1+qn-; (n>2) 
定义 ， 风 名 是 的 第 个 浙 近 值 。 

证 在 a 的 展开 式 中 ， 对 所 有 的 i>> 1，a, 为 正 整数 。 我 
们 将 对 ea > 0 和 实数 (i > 1) 的 所 有 简单 连 分 数 来 证 明 这 个 
定理 。 

由 于 


a, (aiao 十 1) 十 .00 


多 


42G1 十 工 
所 以 ， 对 于 nn = 0，1，2， 定 理 成 立 。 假 定 m 之 2 及 定理 对 于 
活 合 0<n < 的 总 才 了 寺 成 立 , 则 
(ao, ay, , dm-iil> dm» dm+1] 
三 Lao, A dm dm 二 了] 


Um+l 


由 嫩 摧 假设 ， 对 于 所 有 的 0 <n < m 一 1， 这 两 个 简单 连 分 数 
具有 恒 同 的 P。 和 94,。 应 用 归纳 假设， 对 上 式 的 右边 取 
三 Mi， 得 到 


[ao。， Qi: ""*, CCm-1， Co Cnm+i] 
1 - 
(c。 十 )pn-i + pm-2 . 
dm+! 
1 
(an 十 一 一 一 )4g。1 十 gm-3 
QTm+i 


二 dm+! (ap + pm-_2) 二 p_i 
dm+1 (amqdm-_i + gm-2) 二 gn-! 


mtiPpm tpm-l _ Pmtl 
dm+1Gdm Tm-1 dmt1 
故 由 归纳 法 可 知 定理 成 立 。 口 
定理 2.2 ”我 们 有 
Prqr-i—pr_19s = (—1)!, (n>1) (2.2) 


及 Dndn-2 ~ Pn-24n = (— DD’"a,, (n > 2) 。 


证 当 n=1 时 ， (2.2) 式 显然 成 立 。 现 在 假定 对 于 所 
有 小 于 nn 的 正 整 数 ， (2.2) 式 都 成 立 。 则 由 定理 2.1 可 知 
Pndn~! Pr-idn 
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=(anpn1+pa-2) gn_1—pai(angr 1 十 qu-3) 
三 D_ 24 1 Pn_14n-2 =(— 1 一. 
故 由 购 纳 法 可 知 (2.2) 式 成 立 。 - 
由 定理 2.1 及 (2.2) 式 ， 得 
Prdn-2™ Pn-2qdn 
=(aspn-t +ps-2) qa-2 — ps2 (anqn-1 +q,-2) 
. =an(pn-14n-2 ~—pr-24r-1)=(— 1)"a,. 
定理 证 完 .。 | 
人 命 a a 
an 称 为 实数 a= [ao ay ay 
的 第 n+ 1 个 完全 商 . 


定理 2.3 ”我们 有 
[4 十 1 
&% 一 %o，X 一 Lo ， 
1 
QiPn-1 + Dp.» 
= (n> 2) 
“Qndn—i + gq,_2> 
证 ”由 于 
&% 一 X0，0% 二 00 十 1 -2% ao+1， 
Xl 1 
&% 王 Go 十 1 1 
41 十 一 - 
> 


_ Qlaiao + 1)}+ao 
mal+!1 
— Pi1 十 Po 
X291 十 go 


所 以 ， 对 于 n < 2， 定 理 成 立 。 现 在 令 n>2， 并 假定 对 于 所 有 
的 m <n， 定 理 成 立 。 则 . 
_ QiPn—2 十 已 -3 、 
in-2 + qn-3 
(an_1 ti pn + pn-3 
1 
On 


(a,_1 二 )g, 3 + qs 


onan_1PDn-2 +p,-;) 二 p,-2 
Qn (a,-19n-_2 + gqg,-3)+ qn 2 


LnPrn-l +p,-> 
Qndn—1 + qn_2 
定理 证 完 。 口 
定理 2.4 ”我 们 有 
pn (—1)" 之 
- 笃 = 一 一 二 一 一 一 w>0) ， 
qn qqn(xnrign 十 gr-1) 多 ) 


在 这 个 条 件 下 ，g _, = 0。 

注意 ， 当 和 = [ao，4l，…，4am」 时 ， 定 理 仅 对 于 适 
合 0<n<m 的 整数 成 立 。 
”证 ”由 定理 2.3 及 约定 的 p_| =1， 对 n>0， 我 们 有 
Da Karipn t+pr-! Pa 
dn Un+1dn 十 gw-1 dn 
— p,q,-1 一 D 19g-) 
gun(xr1gn + qa-1) 

(—1)” 

qn (n+19g + qa-1) 


&X 一 


有 


定理 证 完 . 
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， “ 定理 2.5 我 们 有 

pa 1 

gr | qnqnti 

及 lq,e—p;|<|gq,_ 10 —p,1l. 
-证 由 定理 2.4 可知 

P， 

qn 


< 


oC— 


1 
Gn (Cnt1q» +qg,-1) 
< 一 一 一 -一 -一 = 一 二 一 . 
gr(antign 十 9 1) qqgnyl 
又 由 定理 2.1 及 2.4 得 


& 一 


1 
2Xngn-1 十 9n-2 
1 1 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 
(a, + 1) gi 十 9。-: 2， 十 9 -1 
~ 1 
Unt+1qdn + qn-i 
定理 证 完 。 口 


|9。ix 一 P，， | 一 


一 |gvcx 一 P，|. 


§2.3 Farey 贯 


将 0 与 1 之 间 ， 分 母 不 超过 的 爹 体 不 可 约 分 数 ， 按 小 
到 大 排列 ， 即 得 n 级 Farey 贯 ， 记 为 sx 。 因此 ， 当 
Og<agbsn 及 (a, b)=1 


时 ， 方 s55 ,这 里 (a，b) 表示 a 和 4 的 最 大 公约 数 . 如 果 守 
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与 和 为 Farey 贯 角 的 两 相 邻 项 ， 则 


QG 十 QI/ 
| b+b’ 
为 它们 的 Farey 中 项 。 
定理 2.6 ”假定 a，a’”，b 和 4& 为 适合 
ab—ab’=!1 


的 四 个 正 整数 ， 则 在 与 和 之 间 没 有 分 母 小 于 b 十 b' 或 分 子 
小 于 a +a 的 分 数 。 
证 因为 < 各 可 以 分 别 换 为 名 和 ， 所 以 。 只 要 证 


明 在 4 和 4 之 间 没 有 分 母 小 于 b+ b' 的 分 数 即 足 
.a ata .a 
显然 bp+b “pb 
及 (at+aNb—alb+b)=a(b+b)—(at+ad)b’ 
=ab—ab’=1, 
所 以 ， (a+a’, b+b )=1, 在 区 间 (全 ， 乞 ) 中 ， 除 
之 外 的 每 一 个 分 数 x 必须 满足 下 面 两 个 不 等 式 之 一 : 


a a+a’ at+a’. a’ 
bp prop 


所 以 ， 只 要 证 明 在 与 4 之 间 没有 分 组 <MAX {5，5b'} 的 
分 数 即 足 。 站 
假定 4 满足 于 


a+a’” 
bp+b’ 
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1 2 ， _ 
全 < < 与 bp” <MAX {4b, b'}. 
若 b” 宝 bp， 则 b”<b'， 并 且 
a _a_ab-ab > 1 >a, 
b” b&b bb” bb” bb bb 6 
这 是 牙 盾 的 。 车 5 <b5、 划 5b” <b，、 并 且 
a a _ab’ ab 1 1 a a 
一 > 二 二 一 二 ， 
bb bb” pbb” . bb” bb b’ b 


口 


这 仍 是 矛盾 的 。 定 理 证 完 。 - 
与 所 是 Farey 贯 


由 此 立刻 推出 ， 如 果 入 < 1， 则 4 
经 1y_1 的 相 邻 两 项 ， 而 “ 


at+a’ 
b+pb’ 


是 它们 的 Farey 中 项 。 


$ 2.4 问题 的 算法 


本 节 ， 我 们 将 给 出 $ 2.1 所 述 问 题 的 求解 过 程 。 炉 设 
(MIN 区 (MAX 区 
(MAX 7 (MIN 刀 


和 否则， 问题 的 解答 是 明显 的 。 
1) 将 展开 成 简单 连 分 数 


人 一 [ao， dil, ,> Cn， …] 昌 


出 定理 2.2、2.4 与 2.5 可 知 ，a 的 渐 近 值 满足 于 
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< 一 < < 一 < < 到 
do 22 G 2m Gd2m-—1 
< < < (2.3) 
93 qi 
及 … < w 一 如 <|x 一 名-: |<-<|- 生 | (2.4) 
dm dm-1 do 


命 x= MAXx', y= MAXy,. 
又 命 n 表 示 使 p, <x* 与 gs 所 多 


同时 成 立 的 最 大 整数 。 则 由 定理 2.2 与 2.6 可 知 ， 在 人 


与 之 间 没 有 分 母 < y' 和 分 子 < x* 的 分 数 ， 换 言 之 ， 


没有 满足 我 们 问题 要 求 的 分 数 。 因 此 ， 我 们 应 该 首先 在 2* 一 + 


dn-!1 
与 < 之 间 导 求 适 合 我 们 问题 要 求 的 分 数 。 
2) 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 是 奇数 ， 风 
Pe! <a< . 
. dn-!1 dn . 
故 由 定理 2.6 可 知 ， 在 区 间 EO， 多] 中 ,. 所 有 分 母 


二 y! 而 分 子 和 xx 的 分 数 ， 可 以 在 Farey 中 项 
Pn-i +p, 2 1 十 P， Pn-1+2p, 
| 十 9， ， 29，。-1 +g, dn-1 十 29， ， 

中 寻找 。 从 这 些 Farey 中 项 中 可 得 到 所 有 形 如 
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Xi Xi 


一 上 人 
Dj yi 
的 分 数 。 如 果 有 这 种 分 数 ， 并 且 其 中 距 x 最 近 的 是 和。 若 
pt < 一 以 (2.5) 


则 由 (2.3) 式 与 (2.4) 式 可 知 ， 分 就 是 我 们 的 问题 的 解答 。 
另 一 方面 ， 如 果 在 上 述 分 数 中 没有 适合 我 们 要 求 的 分 数 ， 或 
者 (2.5) 式 不 满足 ， 那 么 ， 还 需要 继续 依次 在 区 间 
[= Pn-2 | | Pn-?2 | be Pn-4 | ... 

dn-1 gn-2 dn-3 gn-2 dn-3 gn-4 


中 用 Farey 中 项 来 寻找 ， 如 此 下 去 ， 直 到 问题 解决 。 


3 2.5 挂 轮 问题 的 求解 


问题 ”在 20 与 100 之 间 寻 找 四 个 整数 a，b，c，d， 使 
一直 | 达到 最 小 。 
cd 
解 1) zx 展开 成 简单 连 分 数 为 
z= [3，7，15，1，292，…] . 


它 的 浙 近 值 依次 为 
3 22 333 355 103993 


1” 7° 106° 113” 33102 ”| 
用 $2.4 的 记号 ， 则 万 =1=2，x?=y? = 二 10000 及 n=3， 我 
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们 开始 在 区 间 Cie, 355 ) 中 寻找 适合 我 们 问题 要 求 的 形 


如 92 的 分 数 ， 
cad 


2) 我 们 来 确定 分 子 和 分 母 都 < 10,000 的 形 为 
333 + (Kk x 355) 
106 + (Kk x 113) 
的 Farey 中 项 。 它 们 是 
333 .688 1043 1398 1753 2108 2463 


106 “219 “332 “445 “558 ~ 671 “ 784 
_2818 _3173 _3528 _3883 4238 4593 
897 “1010 “1123 “1236 “1349 “1462 
4948 _5303 _ 3658 _ 6013 _6368 6723 
1575 “~ 1688 “1801 “1914 “2027 “2140 
7078 _7433 _7788 8143 8498 _ 8853 

2253 “2366 “2479 “2592 “2705 “2818 


9208 2653 9918 355 


2931 “3044 “3157 “113 (2.6) 
除 | 
2108 _ 62 x 68 
61 2761 


外 ， (2.6) 式 中 所 有 的 分 数 均 不 能 表 为 4 ， 其 中 


a，b，c，4d 为 20 与 100 之 间 的 整数 。 由 于 
2108 
671 


< 之 TE， 


所 以 ， 小 于 人 的 分 数 与 Farey 中 项 已 不 必要 再 考虑 。 下 面 
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333 . .355 


~ 2108 
列 出 了 在 6 与 3 之 间 > -57 的 及 分 子 与 分 母 都 < 


10,000 的 所 有 Farey 中 项 。 注意 ， 这 个 数列 可 以 由 (2. 6) 式 


中 > 人 的 Farey 中 项 分 数 数 列 导出 。 我 们 有 
2108 .8787 -6679 -4571 7034 < 2497 < 2463 
671 2797 “2126 1455 2239 3023 784 
.7744 <1e8 3099 2818 8809 5591 
2465 1681 2578 897 2804 1907 
9164 ， 3173 < 2874 6701 3528 7411 
必 一 一 一 一 一 一 一 < < 
2917 <1010 <3143 2133 1123 2359 
3883 _8121 _ 4238 < 8331 4593 < 9541 
1236 2585 <1349 2811 1462 “3037 
4948 <， <355 
1575 113 ” 


4948 355 
1575 3113 之 间 的 Earey 中 项 ， 已 经 在 (2.6) 式 中 给 
出 。 其 中 除 
7744 _ 88 x 88 
2465 .. 29 x 85 
外 ， 均 不 能 表 成 所 需 的 22 之 形式 。 由 于 
17744 | |355 
2465 “| 3 
所 以 ， 还 需 在 区 间 | <， 学 | 中 继续 搜寻 
3) 由 于 
-< 
2465 113° 


所 以 ， 只 要 在 区 间 | 了 了， 好 | 中 寻找 即 足 ， 我 们 来 确定 分 于 


和 分 母 都 < 10,000 的 形 为 
(kK x 355) + 22 
(Kk x 113)+7 
的 Farey 中 项 。 它 们 是 
355 _9962 9607 _9252 _8897 .8542 _8187 


113 “3171 “3058 “2945 < 2832 “2719 <2606 
7832 .7477 “7122 .6767 .6412 6057 


< 


2493 ~ 2380 “2267 “2154 <2041 < 1928 


5702 <34 < 4992 _4637 _ 4282 _3927 
1815 1702 1589 “1476 “1363 1250 


11 x 355 + 22 22 
on 必 一 一 


lx113+7 “< 了 7 7 
3927 . 51 x 77 
其 中 除 1240 25 x S0 
外 ， (2.7) 式 中 < 了 的 所 有 分 数 ， 均 不 能 表 为 所 需 形式 ， 
由 于 
<3227 
.1250° . 
3927 355 22 
所 以 ， 2927 的 分 数 已 不 必要 再 考虑 。 由 13 与 22 之 间 


得 到 的 < De 的 Farey 中 项 ， 其 分 子 和 分 母 都 < 10.000， 


在 (2.7) 式 中 又 未 曾 包含 进去 的 ， 都 列 在 下 面 。 注 意 ， 它 们 
可 以 由 (2.7) 式 中 分 子 < 5,000 的 分 数 ， 取 Farey 中 项 导出 。 
这 样 ， 还 有 
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4992 .9629 .4637 “8919 .4282 _8209 _3927 
T5809 <3065 <1476 “2839 “1363 < 2613 “1250 
上 面 所 有 的 分 数 皆 不 能 表 成 所 需 的 形式 。 因 . 


3927 _. 2 7745 -| 
1250 2465 


所 以 ， 我 们 问题 的 解答 为 : a = 51, b=77, c=25, d= 50。 


附 记 ， 这 个 问题 的 计算 过 程 很 容易 用 ALGOL 60 语言 
出 ， 上 面 的 例子 在 中 国 科学 院 数 学 研究 所 的 电子 计算 机 
DJS—21 上 计算 ， 所 需 时 间 为 90 秒 。 
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第 三 章 “” 优 选 法 〈 单 因素 ) 


$ 3.1 引言 


“优选 法 (Optimum seeking tethod， 又 叫 寻 优 法 
Optimum search method) 是 尽 可 能 少 做 试验 ， 尽 快 找到 生产 
工艺 过 程 最 优 方案 的 方法 ， 也 就 是 安排 试验 的 科学 方法 。 从 
1970 年 到 1982 年 ， 跟 很 多 工业 部 门 长 期 的 接触 中 ， 我 们 发 现 
这 是 一 个 很 适宜 于 普及 的 数学 方法 。 

本 章 所 讲 的 黄金 分 割 法 、 分 数 法 (或 Fibonacci 法 )， 对 
分 法 及 抛物 线 法 ， 都 是 一 些 常用 的 适 于 普及 的 方法 。 在 这 些 方 
法 中 ， 都 只 考虑 生产 过 程 中 的 一 个 主要 因素 ， 对 这 一 因素 进行 
优选 ， 使 之 达到 最 优 。 然 后 ， 再 逐个 考虑 其 它 的 因素 。 在 下 
章 ,， 我 们 将 讨论 多 因素 的 优选 法 。 : 

现在 ， 我 们 列举 一 些 我 们 解决 过 的 实际 问题 于 后 。 

1) 化 学 工业 。 

从 二 百 种 原料 中 ， 选 择 构 成 液晶 的 三 种 主要 元 素 的 最 佳 组 
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合 (及 它们 的 配 比 )， 以 达到 所 要 求 的 颜色 和 灵敏 度 。 

2) 石油 工业 。 

选择 石油 裂解 塔 中 必须 的 压力 、 温 度 及 流量 。 

3) 煤矿 。 

选择 挖 据 面 上 炸药 炮 眼 的 深度 和 间距 ， 以 达到 爆破 的 要 
求 ， 并 降低 炸药 的 消耗 。 

4) 机 械 制 造 . 

a) 金属 切削 : 选择 最 佳 转速 和 进 刀 速度 ， 或 者 选择 刀具 
的 最 佳 角度 。 

b) 焊接 : 为 了 得 到 好 的 焊接 表面 质量 ， 选 择 最 佳 电流 ,并 
降低 焊接 材料 的 消耗 。 

5) 电子 工业 。 

a) 半导体 元 件 加 工 : 选择 最 佳 技术 参数 ， 例 如 粘 结 温 度 
(熔点 的 三 分 之 二 并 不 够 好 ) 。 

b) 检验 和 调试 新 仪器 : 通过 最 少 次 数 的 试验 以 得 到 所 要 
求 的 结果 。 

6) 纺织 工业 。 

选择 各 种 主要 的 染色 成 分 的 最 佳 组 合 和 用 量 ， 以 改进 染色 
质量 。 

7) 冶金 。 

才 择 化 亿 人 的 最 人 电流 这 择 符 种 角 的 六 与 的 所 的 
最 佳 工艺 过 程 。 

8) 动力 工业 。 

在 锅炉 上 ， 选择 喷 管 的 最 佳 直径 和 喷射 角度 ， 以 提高 热 效 
率 和 减少 空气 污染 。 

9) 建筑 材料 。 

在 水 泥 制造 过 程 中 ， 选 择 窒 的 最 佳 转速 以 减少 周期 时 间 和 
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增加 产量 。 
10) 食品 工业 ，。 
改进 糖果 与 糕点 加 工 的 工艺 过 程 。 


§ 3.2 单 峰 函数 


我 们 假定 / (x) 是 区 间 (a，b) 上 的 单 峰 函 数 ， 即 / (x) 是 
连续 函数 且 存 在 xoE(a，5)， 使 f (x) 在 区 间 (a，x6] 中 递增 ( 
或 递减 )， 而 在 区 间 [x。，5b) 中 递减 (或 递增 )，x。 称 为 了 (x) 
的 极 大 点 (或 极 小 点 ). 不 失 一 般 性 ， 在 本 章 中 ， 我 们 假定 了 (x) 
是 具有 极 大 点 的 单 峰 函数 。 注意， 函数 f(x) 的 表达 式 ， 我 们 
并 不 需要 知道 ， 在 任何 x 点 处 ， 它 的 值 可 以 通过 实验 以 求 得 。 
那么 ， 如 何 最 有 效 地 求 得 f(x) 的 极 大 点 (或 它 的 一 个 充分 邻 
近 的 点 ) 的 位 置 ? 

最 简单 的 方法 是 等 分 法 ， 即 将 诸 实验 安排 在 


天 
天 十 1 


处 做 ， 然 后 得 函数 值 ye 二/ (x)，1 < 太 <n。 假定 ym 是 
诸 yx 中 的 最 大 者 ， 则 f(x) 的 极 大 点 逆 含 于 区 间 


m+l1 
pr (b — a)) 


Xk 二 a 二 (bp—a), ll<k<n 


(a+ 


到 (人 一 0)，a 十 
之 中 。 
等 分 法 所 需 的 试验 次 数 太 多 。 确 切 地 说 ， 如 果 我 们 需要 求 


出 一 个 长 度 不 超过 s， 且 包含 / (x) 的 极 大 点 的 小 区 间 ， 则 所 需 
试验 的 次 数 具有 数量 级 
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8$ 3.3 ”来 回调 试 法 


我 们 经 常 使 用 来 回调 斌 法 。 取 一 点 x, 做 实验 ， 得 ?， 
=f (x1). 再 取 另 一 点 x2( >x1) 做 实验 ， 得 y2=f(x2)( 见 
图 3.1D)。 若 $2 >yp1， 则 了 (x) 的 极 大 点 显然 不 在 区 间 (a，x1] 
之 中 ， 所 以 ， 只 需 在 区 间 (xz1，6) 中 寻求 1(x) 的 极 大 点 。 类 
似 地 ， 若 ?z < 了 1， 则 只 要 考虑 区 间 (a，x2;) 即 可 。 少 2 二 ?1 
时 ， 则 考虑 区 间 (x1，5b) 或 (4a，x2) 均 可 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 
假定 y> >y!。 在 (x1，5) 中 取 第 三 个 实验 点 xs， 求 得 相应 
的 y= 了 (x3)。 比 较 y3 和 ?ya， 如 前 一 样 ， 将 区 闻 (x1，b) 中 
包 有 较 小 函数 值 的 对 应 区 间 去 掉 ， 如 此 等 等 ， 直 到 f(x) 的 极 
大 点 或 其 充分 邻近 的 点 被 找到 为 止 。 


$ 3.4 黄金 分 割 法 


一 个 很 自然 的 问题 是 在 来 回调 试 法 中 ， 是 否 有 一 个 选 

择 “ 斌 验 点 ”x1，x2，…… 的 规律 ， 能 最 快 地 求 得 (x) 的 航 

大 点 ? 这 个 问题 是 J.Kiefer 于 1953 年 解决 的 。 因 他 的 方法 与 
初等 几何 中 的 黄金 数 有 关 ， 故 称 为 黄金 分 割 法 ， 命 


m= 5 一 0.6180339887… 1 7 


wm 称 为 黄金 数 ， 它 适合 二 次 方程 
oz 十 0 一 1=10. 
.不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 选 作 实验 的 区 间 为 (0， 1)。 黄 
金 分 割 法 可 以 描述 如 下 : 第 一 个 试验 点 选 在 w 处 ， 第 二 个 试 
， 验 点 取 在 它 的 对 称 位 置 -(1 一 w) 处 ( 见 图 3.2)。. 


0 l—w 从 上 
， 图 3.2 
”比较 这 两 点 所 得 的 试验 结果 。 车 在 w 处 的 结果 好 些 ， 则 甩 
掉 区 间 (0，1 一 wm]， 否 则 ， 我 们 将 区 间 [o，1) 忆 掉 。 无 论 哪 种 
情况 ， 留 下 的 区 间 长 度 都 等 于 w， 即 等 于 最 初 选 作 实验 长 间 长 
度 的 w 倍 ， 而 且 其 中 包含 有 一 个 已 作 过 实验 的 试验 点 (o 或 1 
一 wm)， 它 将 留 下 的 区 间 分 成 两 部 分 ， 这 两 部 分 所 成 的 比例 ， 恰 
如 中 或 1- o 划 分 区 间 (0，1) 所 成 的 比例 一 样 。 详 言 之 ， 如 
果 去 掉 的 区 间 为 [w，1D， 则 留 下 的 区 间 为 
0<1—w=0w? <ow， 


它 恰 为 区 间 
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0<w<1 
的 wo 倍 。 反 之 ， 若 去 掉 的 区 间 为 (0，1 一 wm， 则 留 下 的 区 间 是 
1 一 w<( 一 oO)+ow( 一 oO)<(1 一 w) 十 中 =1， 

它 是 区 间 0<1 一 w<1I 的 w 售 ,、 只 是 一 一 起 向 右边 移动 了 一 个 
尺寸 1 一 w。 因 此 ， 经 过 ， n 次 试验 之 后 ， 留 下 的 区 间 长 度 为 

Sn 一 CO 一 i, 
这 意味 着 ， 如 果 我 们 应 用 黄金 分 着 法 ; 需要 找 出 一 一 个 长 度 
< 一 8， 且 包 含有 函数 /的 极 大 点 的 小 区 间 ， 则 所 需 的 试验 最 少 
次 数 半 应 满足 


Cn-1 <8 < 0"” >?， 
即 的 阶 为 in 二 。 这 比 等 分 法 的 阶 小 多 了 . 


命 Q 表 示 (0，1) 上 具有 极 大 点 的 全 体 单 峰 函 数 所 成 的 集 
人 台 . 对 于 任意 /se 及 一 个 来 同调 试 法 4， 命 Au(4,，y ) 表 东 
经 过 nn 次 试验 之 后 ， 含 有 f 极 大 点 的 留 下 区 间 的 长 度 。 又 命 


A(4)= MOXA(4, f), 


Aa(A) 称 为 方法 4 经 过 次 试验 后 得 到 的 A 一 误差 。 当 4 是 
黄金 分 割 法 时 显然 Au(C4) = Sn。 

.定理 3.1 . 任意 给 出 的 来 回调 试 法 4， 它 不 是 黄金 分 宙 
法 ， 则 一 定 存在 正 整数 N， 当 呈 > N 时 。 4 的 A 一 误 
差 A.(4) 满足 
: A,.(A)>gn. 


附 记 研究 8 0.4 给 出 的 例子 。 若 用 0.618 代 替 黄金 数 
wm， 则 用 16 次 试验 即 可 找到 最 佳 温度 。 例 如 ， 假 定 1001 亿 是 
最 佳 温度 ， 则 诸 试 验 依次 安排 在 1618C，1382TC ，1236， 
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1146C, 1090G, 1056T, 1034C, 1022C,1012C,1010€C, 
1002C, 1008C, 1006C, 1004TC， 1003TC ，1001T. 


$ 3.5 ”定理 3.1 的 证 朋 


ey …) 为 由 雍 推 公式 
=0, po 下 一天。 1+ Fn- 2， , (n> 2) , 
岂 义 的 整数 人 这 一 贯 称 为 Fibonacci 贯 ， 其 中 FF， 称 为 第 n n | 


个 Fibonacci 数 。 
引 理 3.1 我 们 有 | 
Fr "-(-0)"), n=0, 1, -6 


证 由 于 一 守 1 所以， 对 n=0 和 nl 上 


式 成 立 。 现 在 假 定 n > 2 及 引 更 对 于 所 有 小 于 n 的 非 负 整 数 者 
成 立 。 则 - 
EF, = Fi + Fr-2 


= 六 @ 一 (一 aa-l + wnt2 (on 
= 天 i400) (00) 1 wl) 


- 琅 @--(- Co)” 
故 由 归纳 法 可 知 引 理 成 立 。 i 
: 命 4 是 来 回调 试 法 。 用 A, 代 替 A。 (0). 口 
引 理 3.2 ”我 们 有 1 . + 
An = FritiAntr + FrAntetl, N=1, 2, *…, Kk 
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一 0，1，… : (3:1) 


证 当 太 =0 时, .1) 式 显然 成 立 . 当 大 =1 时， 我 们 需 
要 证 明 
An <As+tAntz, nl 2 (3.2) 


我 们 仅 对 于 n = 1 来 证 明 (3.2) 式 ， 因 当 n >1 时 ， 证明 是 完全 
类 似 的 。 假定 开始 的 两 个 试验 点 是 xi 与 xz， 此 处 xi <xa。 
车 xi1 十 x2 之 1=A1， 则 A 2x2, 且 对 于 任意 选择 第 三 个 试 
验 点 xs 此 有 As > xi1。 所 以 ， | 

| A, = Ts<x 填 xi 和 As 十 A;。 
反之 ,车 xi1 十 x2 <1， 则 A2 > 1 一 x1 及 对 于 任意 选择 第 三 
个 试验 点 xs 丝 有 As 之 1 一 x2. 所 以 ， 

A; +A3 之 (1 一 xi1)+(1—x2) 

一 2 一 (xi 十 xz)>1 一 Al， 

因此 ，(3.2) 式 对 于 n = 1 成 立 。 

”假定 之 1 与 对 于 大 及 所 有 整数 n>>1，(3.1) 式 丝 成 立 . 
我 们 来 证 明 (3.1) 式 对 于 大 + 1 及 所 有 n 之 1 亦 成 立 。 由 (3.2) 
式 可 知 

An < FrtriAnte + FeAntkr+l 
EFiri(Antetrit Ante+2) + FeAnteri 
=(Frt+ti t+ Fr)Antetl + FeriAnter2 
: = Fk+2Antkrl + FeriAntet2. 
故 由 归纳 法 可 知 引 理 成 立 。 口 


引 理 3.3 ”我 们 有 
gn = Ferigntk + Fgntkt+i, 
n= 1, 2， k=0, 1, 凡 章 | . (3.3) 


证 当 k = 0 时 ，(3.3) 式 显然 成 立 。 由 王 
wl(w? +w—1)=0,. 


即 Sn 一 8n+l 十 gan+2， 
故 对 于 大 = 1，(3.3) 式 成 立 。 引 理 易 由 归纳 法 证 明 。 口 
定理 3.1 的 证 朋 ” 若 定 理 不 成 立 ， 则 存在 一 个 来 回调 试 
法 4， 它 不 是 黄金 分 割 法 ， 且 有 正 整 数 贯 al <n; <…， 
使 A, 和 gw ，1i=1，2，… (3.4) - 
对 于 任意 给 出 的 正 整数 xn， 和 此 存在 n;， 使 n <ni, 不 失 一 般 
性 ， 我 们 可 以 假定 i=1， 并 记 no =n。 由 引 理 3.2 可 知 
A, = Ano PF, -no +1An, 十 下 mi -no An, +1. 
命 5 之 2。 由 于 
An +i < Fn mA， +F 


i Ritl 


wn +1 


i=1, “…, S$—1, 
可 知 
An < FF, —no+1An, + Fa -no (Fn,-», An,) 
+ Pn, -a -1An, + 
< 
< Fr ntiAn, + Fn, 一 mo Fr, —n An, 十 … 
3 一 2 
+ Fan, —no 下 mm Ilr A 
i=1 


itl nl 


s—1 


+ Fn,—n, [Fe,,,, -ni 1An+1 
i 


类 似 地 ， 由 引 理 3.3 可 知 
Bn EF, 一 20 +18 a + EE, 一 ?0 F,, —n1 8 7, + 


s—2 
+ FP, 一 ?20 F,, Tal HF,,,, -ni-187, 
il 
s—1 


+ Fa,—n, TF,,,, nign,+1. 
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由 于 (3. 4) 式 及 An +l < An, Sgn, 9 
由 引 理 3.3 可 得 
An 一 &n < Fn -no Treo Ban, 1) 


s—l 


= Fn 一 mm Te -mi 一 18n， 十 2。 


由 引 理 3.1 可 知 F, < 号 大 “(0 - !+@)= 四 
所 以 ， 


s—1 
人 —g» SO- tnotiT lo- tnmit+200n, +1 


ime] 


一 02+2 ， 


” 命 : 一 吕 ， 则 得 A, < g,，n 一 1，2, 
因为 4 不 是 黄金 分 割 法 ， 所 以 存在 正 整数 m， 使 A <gm. 
故 由 引 理 3.2 与 3.3 得 出 
l=Al<FnAn+t+ Fn_1iAm+i 
、 <Fngm + Fm-ig mti1 = 一 81 一 1， 
此 为 矛盾 。 因 此 定理 成 立 。 口 


§ 3.6 分数 法 


有 时 ， 一 个 工艺 过 程 的 参数 不 是 连续 变化 的 。 比 如 ， 一 
台 车 床 只 有 有 限 个 速度 档 。 这 时 候 ， 
万 


-=0.6180339887… 
或 0.618 就 难以 用 上 。 这 种 情况 下 ， 连 分 数理 论 ( 见 第 一 章 ) 
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能 起 重要 作用 。 将 w 展开 成 简单 连 分 数 


w=[0, 1, 1, …, 1, …}, 
其 渐 近 分 数 依次 为 
0 .1 工 ,二 … -三 
1 1 ”2 3” Ft 
假定 共有 Fa+2 一 1 个 点 : 1，2，…，Fn+2 一 1 (3.5) 


可 作为 试验 点 类 似 于 黄金 分 割 法 ， 但 用 拓 代替 .第 一 


个 试验 点 取 在 F;+!， 而 第 二 个 试验 点 取 在 它 对 称 位 置 的 点 
处 ， 即 Frnt+2 — Frt! 一 F,. 比较 这 两 点 的 试验 结果 ， 如 果 在 
Fn+1 处 的 结果 比 F, 处 的 结果 好 些 , 则 抛 掉 点 1 …, 严 。 否 


则 ， 抛 去 点 Fati,s …， 下 2 一 1 我 们 不 妨 假定 在 F, 处 的 
结果 好 些 。 则 第 三 个 试验 点 取 在 严 , 的 对 称 位 置 ， 即 
Fr+i— Fr = Fri, 


如 此 等 等 ， 表 到 经 过 次 试验 ， 单 峰 函 数 在 (3.5) 式 上 的 极 大 
点 被 找到 为 止 ， 
”如 果 可 以 作为 试验 点 的 点 数 m 满 足 
Ft+l <m<Fit2—!]1, 
则 可 以 添加 Fi2 一 mm 一 1 个 虚拟 点 
1 十 1，1z 十 2，…， Fr+2~— 1], 
并 且 假 定 在 这 些 点 的 试验 结果 与 点 m 的 试验 结果 柏 同 ， 则 这 
个 情况 又 化 为 Fr 一 1 个 点 的 情况 。 在 有 限 阶 集 上 对 单 峰 本 
数 选 优 的 方法 ， 叫 做 Fibonacci 寻 优 法 .。 
任意 给 出 来 回调 试 法 4 及 fear， 命 @。(4，y ) 为 最 大 的 
试验 点 数 ， 使 用 方法 4， 经 n 次 试验 ， 可 以 决定 了 在 这 些 点 中 
的 极 大 点 。 命 
pn(A)= MINjergnf, A). 
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9r 称 为 方法 4 经 n 次 试验 的 g 一 数 。 则 
fr 一 Fn+2 一 1]。- 
我 们 有 以 下 定理 。 - 
定理 3.2 命 了 PB, =MAX49r(4),， 则 @®@, =f,. 


§ 3.7 ”定理 3.2 的 证 明 


车 n=1， 则 1 = 1。 若 n = 2， 则 任意 了 的 极 大 点 可 以 
由 比较 两 个 试验 结果 得 到 ， 所 以 ;= 2。 一 般 言 之 ,假定 B 
是 来 回调 试 法 及 8EGe， 则 
DP, = 9(B)= Pi(p, .9). 
命 fe2&% 是 定义 域 包含 中 , 个 点 的 任意 函数 。 假 定 方法 B 令 最 
初 的 两 次 试验 是 在 四, 个 点 中 的 x! 和 xs， 点 处 进行 。 这 里 ,x1 
是 位 于 左 起 的 第 (a + 1) 点 处 ，x2 位 于 左 起 的 第 (a 十 5 + 2) 点 
处 ，x: 的 右边 还 有 ec 个 点 ， 如 图 3.3 所 示 。 则 
PD =at+b+c+2. (3.6) 
00 * O00 00 .00 O00 oo 
0 bb 2 CC— 
图 3.3 
车 x1 处 的 试验 结果 比 x, 处 的 结果 好 ， 则 函数 了 的 极 大 点 必 在 
图 3.4 所 示 的 点 中 去 取 。 用 方法 8， 我 们 能 够 在 图 3.4 中 给 出 
的 定义 域 中 ， 包 括 xi 处 的 试验 在 内 ， 安 排 一 1 次 试验 ， 去 
决定 函数 了 的 极 大 点 。 所 以 ， 
atbt+l<o,1(B, f), 
00 :.. 00 0 00 .+ eco 
lb 


图 3.4 
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因为 是 任意 的 ， 有 
CQ 十 六 十 1 委 0v- ,(B) < BD, 1 。 3.7 
由 于 用 方法 下 可 以 安排 在 图 3.4 左 端 a 个 点 中 的 试验 次 数 最 
多 为 n 一 2， 所 以 
a pn-2(B, f ), . 


因为 / 是 任意 的 ， 有 _ 
a 9 1(B) < D,-,. ， ， (3.8) 

类 似 地 ， 如 果 x2 对 函数 给 出 较 好 的 试验 结果 ， 则 
b+c+l<®,_: 及 cD,-;。 (3.9) 


故 由 (3.6)、(3.7)、(3.8) 与 (3.9) 式 可 知 
On 和 pn-l 十 nn- 十 工 
此 处 等 号 当 且 仅 当 (3.7)、(3.8) 与 (3.9) 式 中 的 等 号 均 威 立时 成 
立 。 这 等 价 于 
=c 二,-， (对 称 性 ) 
及 at+b+1l=b+c+1=®,i. 
将 等 式 中 ,= 下 -+@ -二 1 
写 为 递 推 公式 中,+1=(@ -+1D+(@， +T 
形式 。 定 义 _ 
Fo =0, FI=F;=1 及 .无 + = PB, + 1(n > 1)., | 
则 Fo =0, Fi=1, F,=F,!1+F,-2(n>2), 
即 F,(n = 0，1，…) 为 Fibonacci 贯 ， 定 理 证 完 ， 口 
当 变 数 连 续 变化 时 ， 我 们 也 可 以 应 用 分 数 法 。 特 别 若 试 
验 次 数 是 一 个 预先 规定 的 数 时 ， 使 用 分 数 法 则 更 为 方便 。 进 
而 言 之 ， 我 们 可 以 将 区 间 (0，1) 分 成 ,+s 等 分 ， 而 用 


于 :+ 代 荐 0.618。 第 一 个 试验 安 和 在 全 ， 而 第 二 个 试验 


安排 在 f+ 的 对 称 位 置 ， 妈 
天 1 F, 


1 一 一 
Fnt+2 Frn+2 


如 此 等 等 。 经 过 次 试验 之 后 ， 我 们 得 到 长 度 为 < 且 包 


含有 函数 /的 极 大 点 的 留 下 区 间 。 因 此 ， 经 次 试验 ， 分 数 法 
的 A 一 误差 为 
2 
, 人 一 到。 
附 记 。” 取 80.4 所 示 的 例子 ， 由 于 Fi = 1597， 所 以 ，15 
次 试验 即 可 求 出 1000 ~2000 中 的 最 佳 温度 ， 这 比 用 黄金 
分 割 法 可 以 省 掉 一 次 试验 ( 见 8 3.4)。 


§ 3.8 ”对 分 法 


我 们 已 经 介绍 了 在 一 个 区 间 内 求 单 峰 函数 最 优 值 的 两 个 
方法 。 在 实际 中 还 有 不 少 问题 ， 其 每 次 试验 的 结果 只 是 两 种 状 
态 之 一 : 对 与 否 。 比 如 : ， 
如 何 尽 快 地 找 出 电路 、 下 水 道 、 输 油管 、 机 器 或 仪器 
”的 故障 ? 

一 -如 何 定 出 砂轮 或 转子 的 静 平 衡 ? | 

, ， 一 一 在 保证 质量 的 前 提 下 ， 如 何 降低 原材料 的 消耗 ? 

一 一 在 保证 生产 的 前 提 下 ， 如 何 降低 成 本 ? 
处 理 这 类 问题 ， 我 们 建议 用 对 分 法 代替 黄金 分 割 法 。 
例如 ， 假 设 有 一 条 10 公里 长 的 输电 线路 出 了 故障 ， 在 线 
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路 一 端 4 处 有 电 ， 而 在 另 一 端 .下 处 没有 电 ， 要 求 尽 可 能 锯 地 
查 出 断 头 位 置 。 我 们 先 在 线路 4B 的 中 点 次 处 检查 ， 如 果 C 
处 有 电 ,… 说 明 故 障 在 CB 一段 中 ， 再 在 CB 的 中 点 B 处 检 
查 ， 如 果 D 处 无 电 ， 说 明 断 头 在 CD 部 分 ， 再 在 CD 的 中 
点 处 检查 ， 如 此 等 等 ， 直 到 找 出 输电 线路 的 断 头 为 止 ( 见 
图 3.5).。 


4 0 五 Db B 


“图 3.5 
我 们 肯 举 一 个 例子 。 假 定 一 种 产品 需 用 某 种 材料 ( 它 的 最 
用 x 表示 )， 又 设 有 函数 f(x)， 若 f(x) > 0 则 产品 短 合 标 
准 ， 否 则 f(x) <0。 假 如 我 们 有 了 /f(x0)<0 与 /(x1)>0， 这 


里 x。 <x1， 则 下 一 个 试验 可 用 人 ? 二 区! 进行 ， 等 等 . 


对 分 法 最 简单 ， 但 在 实践 的 应 用 中 非常 普遍 . 假定 原来 做 
实验 的 区 间 的 长 度 为 工 ， 则 做 过 一 次 试验 之 后 ， 留 下 的 区 全 的 


长 度 为 二。 依 此 类 推 ， 做 过 n 次 试验 之 后 ， 留 下 的 区 间 的 长 


庆 为 区 ， 显 而 易 见 ， 对 分 法 所 需 试 验 次 数 的 数量 级 是 ln】 ， 
其 中 5 是 预先 给 定 的 精度 ， 即 含有 出 故障 的 满意 的 区 间 的 长 度 


与 初始 区 间 的 长 度 之 比 。 
§ 3.9 抛物线 法 
无 论 黄金 分 割 法 还 是 分 数 法 ， 只 比较 每 一 次 迭代 中 的 两 
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个 试验 结果 ， 并 不 管 试 验 的 实际 值 ， 即 目标 函数 值 。 现 在 ， 
我 们 建议 一 个 寻求 函数 极 大 点 的 有 效 方 法 ， 它 将 用 到 试验 
值 。 例如 ， 假 定 在 x1，xz，xsi 处 做 试验 ; 分 别 得 到 f(x) 的 
函数 值 y;， 2, »3, 此 处 x1:<x，<x;。 则 由 Lagrange 插值 
法 可 得 一 个 二 次 函数 ， 

(x — XxX2)(x — x3) Cx—xNMx—x) 
(xl 一 Xa)Ccl 一 x3) (ca 一 xx 一 xD 

(x — x1)(x — x2) 

(x3 — Xi1)(x3 一 X2) 

此 处 ， 当 x=xi 时 ，y =yi(i= 1，2，3)。 这 一 函数 的 图 形 是 
一 条 抛物 线 ， 其 极 大 点 由 方程 


2X 一 X2 一 X3， 二 2xX 一 X3 一 X1 
Cn 一 X2J(xl 一 X3) Y2 (Cx — XxX3)(x2z — x1) 


yyi1 


+y3 


2x 一 X1 一 X2 


T7360 — x1)(xs — x2) 本 


给 出 ， 即 

pi(x2 —x3)+y2(x3 — XI)+y3(x? — x?) 
T2012 x ) Tyas x) ty — xa) 
下 一 次 试验 点 即 取 x4。 假 定 在 x4 处 的 试验 结果 是 y,， 并 假 
定 y1,，y2，ya3 和 ya 中 的 最 大 值 是 由 x; 给 出 的 。 除 x; 之 
外 ， 在 x:，x:，x: 和 x。 中 取 较 靠近 x, 的 两 点 。 将 这 三 点 
记 为 xi1，x2?，x3， 此 处 ，xi， <x <X2。 车 在 x， xX2 XI 
处 的 函数 值 分 别 是 y，，y，，y 3， 则 我 们 又 得 到 一 条 新 的 抛物 
线 ， 并 去 求 其 极 大 点 。 如 此 下 去 ， 直 到 函数 的 极 大 点 (或 它 的 
充分 邻近 的 一 个 点 ) 被 找到 为 止 。 这 个 方法 称 为 抛物 线 法 ， 其 
收敛 速度 常 比 黄金 分 割 法 更 快 (参阅 〔4] )。 
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.在 实际 使 用 时 ， 可 以 先 用 黄金 分 割 法， 然后 用 它 得 到 的 
最 后 三 个 试验 点 x)，x，,，x， 及 其 对 应 的 、?yz、?y3， 用 抛 
物 线 法 找 出 x4 及 其 对 应 的 y,。 比 较 y, 与 y1!/、y，,、y3 中 的 
最 大 值 ， 然 后 决定 是 奋 还 要 在 x, 处 再 做 一 次 试验 ? 
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第 四 章 ”优选 法 (多 因素 ) 


“ $4.1 引言 


为 简单 计 ， 我 们 仅 限于 讨论 双 因 素 的 情况 。 绝 大 多 数 双 因 
素 优 选 法 都 易于 推广 到 多 因素 的 情形 ， 但 当 因素 个 数 增加 时 ， 
所 需 试验 次 数 增长 得 很 快 。 所 以 ， 我 们 应 该 尽 可 能 避免 使 用 多 
因素 优选 法 ， 尽 管 影响 着 每 一 工业 生产 过 程 的 因素 往往 是 很 多 
的 。 我 们 应 当 抓 住 一 个 或 两 个 主要 因素 ， 运 用 优选 法 ， 就 这 
一 、 二 个 因素 求 出 最 佳 的 生产 工艺 ,再 用 同样 的 方法 对 另外 
一 、 二 个 因素 做 试验 ， 以 继续 改进 生产 工艺 ,如 此 等 等 ， 直 到 
得 到 满意 的 结果 为 止 。 这 样 做 比 直接 运用 多 因素 优选 法 似 更 稳 
妥 可 靠 。 我 们 回 过 头 去 参阅 $ 3.1 中 曾经 提 过 的 一 些 实际 问 
题 。 
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8 4.2 ” 单 峰 函数 (多 因素 ) 


我 们 假定 f(x，y) 是 定义 在 区 域 
a<x<b, c<y<d (4.1) 

上 的 单 峰 函 数 ， 即 / (x，?) 在 (4.1) 式 的 定义 域 中 连续 ， 且 
仅 有 一 个 极 大 点 (或 极 小 点 ) ， 由 任何 等 高 线 f (x, y) = 
围 成 的 区 域 都 是 凸 的 .z =f (x，y) 的 等 高 线 图 如 图 4.1 所 
不 。 

最 简单 的 双 因 素 优选 法 是 等 分 法 。 将 定义 域 (4.1) 中 的 x 
与 了》 值 域 各 分 为 1 十 1 与 mm 十 1 等 分 。 在 以 下 诸 点 


(bp—a)i (4 一 c) 7) 
” 7M 十 1 ， 


(a 十 TF] c 十 


(1<igl, 1<j<m) 
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上 安排 试验 ， 并 比较 这 些 试验 结果 。 具 有 最 佳 试验 结果 的 点 被 
视 为 z 的 极 大 点 的 近似 位 置 。 

但 是 ， 对 一 个 工厂 来 说 ， 这 一 方法 所 需 的 试验 次 数 太 多 
了 。 确 切 地 说 ， 若 我 们 需要 得 到 一 个 含有 了 极 大 点 的 边 长 <& 


的 正方 形 ， 则 所 需 的 试验 次 数 的 数量 级 为 。 


我 们 将 在 下 面 各 节 中 。 将 黄金 分 着 法 与 分 数 法 推广 到 双 因 
素 的 情况 。 


§ 4.3 ”对 开 法 


1) 在 (4.1) 式 的 垂直 平分 线段 
_ 2 十 忆 


,Cc<y<d (4.2) 


上 上 ， 用 黄金 分 割 法 找 出 函数 z 的 极 大 点 (或 其 一 个 邻近 点 )P. 
再 在 (4.1) 式 的 水 平平 分 线段 


cid 
2 


上 ， 用 黄金 分 割 法 找 出 z 的 极 大 点 GQ。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 
假定 P、@ 的 位 置 如 图 4.2 所 示 。 

2) 比较 与 O 两 点 的 试验 结果 。 如 果 O 给 出 较 好 的 结 
果 ， 则 去 掉 区 域 (4.1) 式 在 (4.2) 式 线段 左边 的 部 分 ， 留 下 
右边 部 分 ， 如 图 4.3 所 示 。 否则 ， 去掉 区 域 (4.1) 式 
在 (4.3) 式 线段 下 面 的 部 分 ， 留 下 其 上 面 的 部 分 ， 如 图 4.4 所 


不 。 


a<x<b, y= (4.3) 
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图 4.4 


3) 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 留 下 的 区 域 是 
at+b 
2 


<x<b, czy<d, 
(4.4) 


用 (4.4) 式 代替 (4.1) 式 ， 重 复 步 又 1) 与 2)。 由 于 (4.4) 式 中 已 
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包 有 一 个 试验 点 OQ， 只 要 在 线段 
， 到 (3 +b)= a 


上 ， 用 黄金 分 割 法 求 出 z 的 极 大 点 R。 再 比较 8 与 R 的 试验 
结果 ， 如 此 等 等 ， 直 到 求 得 一 个 满意 点 为 止 。 

我 们 经 常 假定 曲线 z =/ (x，y) 有 连续 切线 ， 对 开 法 是 根 
据 下 述 事实 : 由 于 曲线 / (x，y) = ce 围 成 的 区 域 是 凸 的， 所 
以 ， 满 足 f (x，y)>c 的 点 ， 恒 位 于 曲线 f(x，y) =c 的 任 一 条 
切线 的 一 侧 。 由 此 可 见 ， 若 S 为 z 在 线段 1 上 的 极 大 点 ， 则 / 
为 曲线 f(x，y) =c 在 5S 处 的 切线 。 

我 们 用 N(e) 表示 用 对 开 法 求 得 的 一 个 包 有 z 的 极 大 点 的 
面积 < 6? 的 正方 区 域 所 需 的 试验 次 数 . 

如 果 在 线段 (4.3) 式 上 ， 用 黄金 分 割 法 敌 3k 次 试验 ， 我 们 
得 到 一 个 包 有 z 在 (4.3) 式 上 的 极 大 点 的 小 区 间 ， 其 长 度 为 


2 c<y<ad 


(5 ~— a)w*-!, ot!. 
现在 要 求 k 满 足 
(b— AW? >eF(b— aw-!, 
或 ei > 之 一 4 > (Le-2. 
w E w 
ln 之 一 4 
£ 


因此 ,大 满足 一 1>> > 天 一 2， 这 样 ,大 渐 近 地 等 
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1 
ln— 
于 一 上 .经 过 次 试验 之 后 ， 剩 下 的 作 实 验 的 区 域 的 面积 ， 只 


In 工 
(人 


等 于 原来 区 域 的 一 一 于, 因此， 在 个 间隔 上 作 完 试验 后 ， 留 下 
的 区 域 的 面积 为 
(b — a)(a — c) 
27° . 
命 n 为 满足 =e). < pi < Sa 


21n— 
EAT A NO We 


20nl )2 . 
5 一， 其 数量 级 为 In 上 )?， 这 一 方法 比 等 分 法 得 出 的 全 
In2 nF ° 


优越 多 了 。 d 
附 记 : 车 P、Q 两 点 的 试验 结果 
相同 ， 或 无 法 辨识 好 坏 ， 这 说 明 P、cta 
.2 位 于 同一 条 等 高 线 上 ， 如 图 45 所 “ 
示 ， 所 以 ， 可 以 把 (4.1) 式 的 左 半 
块 及 下 半 块 都 去 挤 ， 即 图 4.5 中 有 阴 : 
影 的 部 分 。 因 此 ， 留 下 区 域 的 面积 为 


a+b 
TF 


为 原来 区 域 面积 的 四 分 之 


<x <b, 4 <y <d, 图 4.5 
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3 4.4 旋 升 法 


1) 首先 在 线段 (4.2) 式 上 ， 用 黄金 分 割 法 找 出 函数 z 的 
极 大 点 (或 其 一 个 邻近 点 ) P|， 再 在 通过 Pi 的 水 平 线段 上 ， 
用 黄金 分 割 法 找 出 z 的 极 大 点 Pz。 若 P;: 在 已; 的 右边 ， 则 去 
掉 (4.2) 式 左 边 的 区 域 ， 即 图 4.6 中 有 阴影 的 部 分 。 否 则 ， 去 
掉 (4.2) 式 右边 的 区 域 。 

2) 在 通过 P; 的 垂直 线段 上 ， 用 黄金 分 割 法 求 出 z 的 极 
大 点 P3。 若 ;位 于 P; 的 下 面 ， 则 去 掉 过 Ps 的 水 平 线段 上 
面 的 部 分 ( 见 图 4.7) 。 和 否则 ， 去 掉 下 面 的 部 分 ， 继 续 这 一 过 
程 ， 直 到 得 到 一 个 满意 点 为 止 。 . 


Sr 


WM 


0 a atb b 
2 
图 4.6 图 4.7 
这 个 方法 的 收敛 速度 可 以 推导 如 下 。 命 
fF (Pi)=2zi, 1 一 1，2，…， 
则 Z1 <Z2 < (4.5) 


是 一 个 单调 递增 序列 。 由 于 z, 均 不 超过 函数 z 的 极 大 值 ， 所 
以 序列 (4.5) 式 是 收敛 的 、 假 定 
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jim, Zn 二 20。 
车 zo 不 是 z 的 极 大 值 ， 则 当 n 充分 大 时 ，P， 处 的 等 高 线 1， 
的 法 线 穿 过 1。 之 内 ， 此 地 1。 是 高 程 为 zo 的 等 高 线 。 也 就 是 
说 ，zn+1 比 zo 更 大 ， 这 是 矛盾 的 。 所 以 ，ze 是 函数 z 的 极 大 
值 。 ， 1 “| 
用 旋 升 法 时 ， 留 下 区 域 的 面积 与 原来 区 域 的 面积 之 比 ， 既 
可 以 之 六 ， 也 可 以 < 六 。 故 旋 升 法 不 像 对 分 法 ， 对 分 法 留 下 


区 域 的 面积 ， 总 是 等 于 原来 区 域 面积 的 一 一 半 。 
可 以 证 明 "5 ， 用 旋 升 法 去 得 到 一 个 包 有 z 的 极 大 点 的 面 


积 < e: 的 矩形 时 ， 所 需 试验 次 数 的 数量 级 仍 为 nT). 


$4.5 平行 线 法 


假若 一 个 实验 对 某 一 个 因素 x 比 对 另 一 一 个 因素 ) 要 易于 
调整 ， 则 用 “平行 线 法 ”更 为 方便 。 
_ 用 黄金 分 害 法 分 别 找 出 线 县 
a<x<b, y=c+0.618(d— ce) (4.6) 
与 a<x<b, y=c+0.382 (4d— ce) (4.7) 
上 ， 函 数 z 的 极 大 点 了 与 O。 比较 忆 与 CO 处 的 试验 结果 ， 
车 P 点 的 试验 结果 好 些 ， 则 去 掉 线段 (4.7) 式 下 面 的 区 域 ， 
即 
.a<x<b, c<y<ct+0.382 (de), (4.8) 
否则 ， 去 掉 (4.6) 式 上 面 的 区 域 ， 即 
a<x<b, c+0.618(d— ce) <y <d 
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( 见 图 4.8) 。 在 留 下 的 区 域 中 继续 上 面 的 过 程 ， 等 等 ， 直 到 


得 到 一 个 满意 点 为 止 。 
国光 
2 本 
QO a- b 
,图 4.8: 


”$4.3 已 经 证 明 ， 在 一 线段 上 ， 用 黄金 分 割 法 求 得 含有 z 的 
极 大 点 的 长 度 -< s 的 子 区 间 所 需 的 试验 次 数 的 数量 级 为 


mA-1 
1 9 2 加 
ln 一 
CD 


留 下 区 域 的 面积 总 是 原来 区 域 面积 的 mw 倍 ， 所 以 ， 在 nn 
条 平行 线段 上 做 完 n 批 实验 之 后 ， 留 下 区 域 的 面积 为 (4.1) 
式 面积 的 w"-! 倍 ， 即 等 于 
(一 ad 一 con-i 

2Inl 


着 要 它 接 进 于 ez， 则 n 渐 近 地 为 一 也， 因此， 所 需 试验 的 总 


CD 


数 的 数量 级 为 tn )?， 
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8$ 4.6 双 因 素 的 离散 情况 


举 个 例子 来 说 明 方法 。 假 如 函数 z = (x，y) 是 定义 在 20 
x 12 个 格子 点 上 的 ， 如 图 4.9 所 示 ， 


图 4.9 
1) 首先 竹 格 子 点 
(13, 7) ,j=1, 2, …, 12 
上 ， 用 分 数 法 做 5 次 试验 ， 找 出 z 的 极 大 点 了 。 再 在 格子 点 
(i, 8) ， i=1, 2, *…, 20 


上 ， 找 出 极 大 点 @。 在 此 ， 由 于 T= (13，8) 的 试验 结果 已 
知 ， 所 以 ， 做 5 次 试验 足以 找到 后 面 这 组 点 中 的 最 大 点 QO。 比 . 
较 忆 与 @ 处 的 试验 结果 ， 若 CO 的 结果 好 ， 则 去 掉 通 过 PP 的 垂 
线 的 左边 区 域 ， 否 则 ， 就 去 掉 通 过 0 的 水 平 线 的 上 面 区 域 . 

不 失 一 般 性 ， 假定 2 处 的 结果 好 些 ， 则 留 下 的 区 域 如 图 4.10 
所 示 。 
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2) 在 图 4.10 中 ， 我 们 可 以 在 直线 
Xx=13+5=18 上 ， 也 可 以 在 直线 
X=21-5= 16 上 继续 使 用 分 数 法 。 因 为 
直线 x=18 更 靠近 C， 所 以 我 们 在 格 
点 (18，1)，j=1，2，…，18 上 ， 用 
分 数 法 求 得 z 的 极 大 点 R。 再 比较 C 
与 R 处 的 试验 结果 ， 如 此 等 等 。 继 续 
这 个 过 程 ， 经 过 30 次 试验 ， 可 以 求 得 8 1 了 8 2 
2 的 极 大 点 。 里 40 

一 般 说 来 ， 我 们 可 以 处 理 在 (F, 一 1) x (Fw 一 1 个 格子 点 
上 的 问题 。 若水 平方 向 的 格子 点 数 W 并 不 正好 等 于 FF 一 1 
时 ， 例 如 ，F,-1 一 1<N<P 一 1， 则 可 以 在 区 域 的 右边 添 
加 (Fs 一 N 一 1)x (Fm 一 1 个 虚拟 的 格子 点 ， 在 这 些 格子 点 
上 定义 z 的 值 为 = 

fk 7)=f (Ns, 1), k=N+t1, %, Fa—l, 

j=1, 2, *…, Fm—1. | 
对 于 垂直 方向 的 格子 点 数 不 等 于 Fn 一 1 时， 也 可 以 类 似 地 加 
以 处 理 . 


附 记 : 在 示 教 上 述 各 方法 时 ， 如 同 说 明黄 金 分 割 法 那样 、 
建议 准备 一 张 带 有 刻度 的 纸张 。 每 比较 两 个 试验 结果 后 ， 即 撕 
去 一 块 纸 。 由 于 z 的 极 大 点 总 在 留 下 的 纸张 所 示 的 位 置 上 ， 所 
以 ， 当 留 下 的 纸张 足够 小 时 ， 即 可 得 到 一 个 满意 的 点 。 
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”$4.7 翻盘 斗法 


在 试验 区 域 中 ， 从 任意 一 个 等 边 三 角形 人 4BC 出 发 ， 先 

在 三 个 顶点 4、B、C 处 各 做 一 个 实验 。 如 果 说 C 点 的 结果 最 
好 ， 则 将 4C 与 BC 边 分 别 延 长 至 4D 与 BE， 使 ACDF 与 
人 A4BC 为 两 个 全 等 的 三 角形 。 在 D 与 各 做 一 次 试验 ， 如 果 
说 DD 的 结果 在 C、D、E 三 点 中 是 最 好 ， 则 再 考虑 等 边 三 角形 
DFG。 若 下 与 G 处 的 试验 结果 中 有 一 个 比 4 的 试验 结果 好 ， 
则 还 可 以 继续 做 下 去 。 反 之 ， 若 F 与 G: 处 的 试验 结果 都 没有 
D 的 试验 结果 好 ， 则 取 DF 与 DG 的 中 点 所 与 G',， 或 取 CD 
与 DE 的 中 点 C' 与 记 。 对 等 边 三 角形 人 DFG' 或 人 DC'E， 继 
续 上 面 的 过 程 ， 直 到 得 出 一 点 O， 用 上 述 方法 已 不 能 找到 比 
”OO 有 更 好 的 试验 结果 的 点 为 止 (或 直到 已 无 法 分 辨 0 与 其 周 
围 的 点 的 试验 结果 时 为 止 )， 则 O 即 为 z 的 极 大 点 ( 见 图 
4.11) 。 


翻 筋 斗法 的 理论 根据 是 : 若 通 过 一 点 P 的 两 个 方向 的 微 
商都 等 于 零 ， 则 一 般 说 来 ，P 就 是 z 的 极 大 点 。 

这 个 方法 中 关于 等 边 三 角形 的 限制 显然 是 不 必要 的 。 它 可 
以 换 为 任何 给 定形 状 的 三 角形 ， 或 者 ， 更 为 一 般 的 ， 可 以 换 成 
任意 多 边 形 。 最 简单 的 办 法 是 将 三 角形 换 成 矩形 ， 这 样 的 翻盘 
斗法 又 称 为 矩形 靶 。 但 是 由 于 平面 极 值 问题 ， 只 要 考虑 两 个 方 
向 就 够 了 ， 因 此 ， 在 翻盘 斗法 中 ， 用 和 矩形 就 不 如 三 角形 为 好 。 

如 果 初 始 的 等 边 三 角形 的 顶点 可 能 选取 如 下 : 假定 4 的 
座 标 是 (a;}，a2) ， 则 边 长 为 有 的 等 边 三 角形 人 4BC 的 另 两 
个 顶点 8 与 C 的 座 标 可 以 取 为 


V3+1 V3—1 
V3—1 V3~1 


ath CQ&2 十 2 Ah) 
翻盘 斗法 很 容易 推广 至 个 因素 的 情况 。 从 一 个 边 长 为 hh 
的 n 维 正 单纯 形 出 发 ， 先 在 单纯 形 的 n+ 1 个 预 点 做 nn 十 1 次 
试验 ， 保 留 有 最 好 试验 结果 的 顶点 。 再 以 这 个 点 为 一 个 顶点 ， 
做 一 个 新 的 边 长 为 的 正 单纯 形 ， 继 续 上 面 的 过 程 ， 直 到 新 单 
纯 形 各 顶点 的 试验 结果 都 不 如 原来 顶点 的 结果 为 止 。 再 将 单纯 


形 的 边 长 缩短 成 了 ， 重 复 上 面 的 过 程 ， 如 此 等 等 ， 直 到 找到 一 


个 满意 点 为 止 。 这 个 方法 有 时 也 叫 单 纯 形 法 。 

如 果 初 始 的 正 单纯 形 的 顶点 可 能 选取 如 下 : 假定 4 点 的 
座 标 为 (a1，a2，…，as) 。 则 以 4 为 一 个 顶点 ， 边 长 为 天 
的 正 单纯 形 的 其 它 几 个 顶点 的 座 标 可 以 取 为 


(al + ah, ”9 Qi- 1 十 GA， ai 十 (a + 一 一 


方 % 
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ai#1+ah, %%, gn +ah) , li<n, 


_ ynm+1l 一 ! 
处 eT 


3 4.8 ”最 陡 上 升 法 


: 命 (X15X2,- ,Xs), (Xl 二 61,xX2,. ,Xs), Ce, X22s Xs 
二 5,) 为 试验 区 域 中 的 5S 十 1 个 点 。 命 z 人 外 ，z 中 ，…，z 人 名 分 
别 为 这 些 点 处 对 应 的 试验 结果 。 用 单 因素 优选 法 在 点 的 形式 为 


z0 — 2z0 z® 一 > 
Xl 5 ft, ,Xs 5 
的 线段 上 ， 找 出 极 大 点 。 此 处 满足 
1) 上 >0 与 
2 一 了 由 
2) ai <xi+ t<bi, 1 <&igs. 


《试验 区 域 为 {u: ai <ui <bi, 1<i<s} ) » 
”着 在 上 = ro 时 ，z 达到 极 大 ， 则 以 (yi1，…，y,) 代 
兰 (x1，…，x,;) ， 重 复 上 面 的 过 程 ， 此 处 


(人 一 之 (0) 
2 Zz 
pi= Xi | 


这 一 迭代 过 程 一 直 做 到 (x1，…, x;) 与 (y1，…, ys,) 的 
距离 小 于 预先 给 定 的 一 个 正 数 为 止 。 

车 z 假定 为 足够 光滑 ， 则 我 们 可 以 证 明 上 : 车 我 们 需要 
找到 一 个 体积 < s。 且 包含 z 的 极 大 点 的 区 域 ， 所 需 的 试验 次 


数 的 数量 级 为 Qn 了 )? 
虽然 最 陡 上 升 法 与 旋 升 法 在 形式 上 不 同 ， 但 它们 在 实质 上 
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to, 1 <i<s. 


是 一 致 的 。 旋 升 法 是 先 在 一 线段 1 上 ， 找 出 z 的 极 大 点 P。 线 
自 /是 等 高 线 z =c 在 P 点 的 切线 ， 因 此 ， 这 两 个 方法 在 实质 
上 是 相同 的 . 


$ 4.9 抛物 体 法 


单 因素 的 抛物 线 法 可 以 简 述 于 下 : 利用 三 点 xi 
与 x; 得 到 的 试验 结果 》，、-y， 与 y， 作 一 条 抛物 线 ， 它 通过 
点 (xl， 1) 、 (xz2、 了 2) 与 (x3、 y3) 。 然后 取 抛 物 线 的 
极 大 点 作为 一 个 新 试验 点 ， 等 等 。 把 这 一 一 想法 推广 到 多 因素 ， 
便 得 出 抛物 体 法 。 


给 出 (s 十 De+2 个 点 Pp (x1® ,Xs ),. 


1< i< E+E 及 这 些 点 上 对 应 的 试验 结果 z,， 确 定 
一 个 通过 (xiO ，…，x,O 。 > ) ， 


1<i< + E+ 的 抛物 面 
z= F(xi1, '…, Xs)= > Quy XiXj 


1gigjgs 


十 》 akxk 十 Q. 


k=1 (4.9) 
其 次 ， 找 出 (4.9) 式 的 极 大 点 (xi ， 四 Xy ， Z*)。 最 后 ， 得 
到 一 个 通过 (x 昌 ，…，x0O，z) 2<i<_~cG+ue+2 
3 i ? 人 2 


及 P* (x? …，xy ，2*) 的 新 执 物 面 ， 此 处 ，z 是 在 (x*， 
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“2 x; ) 处 的 试验 结果 . 这 一 妈 代 过 程 一 直 进 行 下 去 。 直 到 求 
得 一 个 满意 点 为 止 。 

在 适当 条 件 之 下 , 我 们 可 以 求 得 对 这 一 方法 的 收 笋 速度 的 ， 
估计 5 。 详 言 之 ， 如 果 我 们 要 得 到 一 个 包含 有 函数 极 大 点 且 


体积 < 。 的 区 域 ， 所 需 试验 次 数 的 数量 级 为 sintn=- ) 


假定 有 了 函数 z 的 表述 式 z = g(x， ， xs)。 则 我 们 可 
以 得 出 一 个 很 容易 改写 为 计算 机 程序 的 求 z 的 极 大 点 的 选 代 算 
法 。 
人 S70, FO +NE, (I <i<s), 
FZQ +1 to) (Sigjgs) (4.10) 
是 下 二 2 个 给 定 的 点 ， 此 处 0 一 (xz 外，…,x 外 ) ， 
:. 纪 ,是 第 i 个 单位 矢量 。 找 出 一 个 二 次 函数 
¥(D=+2b77 — XCX”, 
使 对 于 (4.10) 中 诸 点 有 


YD = (0) ， CD 
此 处 ， b= (b,，, 机 b,) 及 C=(cyMey = ej) 是 一 个 sxs 


正定 方 阵 。 将 (4.10) 式 代入 (4.11) 式 ， 得 -+2 个 


方程 ， 由 此 可 以 唯一 确定 -D+ 个 变数 a， 太 


“与 C. 命 


AJ WH (F +n) —/ (2). 
则 Aip (x @) = A; 于 (X 0} ) 
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(2 下去 @ 十 HE) = bx OE FNC 


1 
| 
+ ne:)” 一 区 0) CX ‘Or) 

2Be7 — 2x0 CET —neCer 
及 AiAj9(x ©)= 一 25iCzy。 
即 得 C= 一 AAoF 0) 1<i j<s 
及 (Ap OO), ,APF )=2B-2x0C 

+A)ATox © ) ，…， Aso(G ® )). (4.12) 
由 于 C 是 正定 的 及 

TO)=a+hC BT (xF-bC )CE -bc 0 ， 

所 以 , 当 X= = DC- 
时 ， 平 (X) 取 极 大 值 。 由 (4.12) 可 知 


区 0D x (0 一 V(X (0) )MCCO) 


此 处 V(XO) 一 (AieGeo) 一 Ai (Ey 人) ， 


Ai9Ge 加 ) 一方 0AS9( ©) 


及 MU)=(AAoGE ©°), 1 <i, <。 
因此 ， 我 们 建议 用 迭代 公式 
区 C+D 一 区 (rn) VE 7) )MX 0)-!, 
7 一 0， 1， a 
来 逐步 通 近 gq ( 冯 的 极 大 点 ， 此 处 


0 | _, 
V(X 0)=(A19 (x ")— Fn"Ai9( ©) 
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Aspx ")— nAsp(x WD)) 


及 MG 0)=(AA pF 0), 1&i, jgs. 
假定 当 广 = 基 * 时 ，9 (x) 取 极 大 值 。 则 


a9p(x . 
2900) | _. =0, 1 <igs. 
axX 1 


命 | 表示 区 的 各 分 量 的 绝对 值 之 和 ， 则 当 p(x) 满足 某 些 条 
件 时， 我 们 可 以 证 明 写 


I "+ ~x*l=O(Mr" 一 六 2)》 。 


附 记 1) 在 DFP(Davidon,Fletcher and Powell,1962) 方 
法 中 ， 最 初 宣称 的 收敛 速度 为 
I nD -x=odr 1 -x ih. 


华罗庚 在 60 年 代 中 期 就 曾 证 明 这 一 方法 的 收敛 速度 还 应 该 达 


lz -x i=00x° 一 每 1。 

， 当 他 1979 年 访问 西欧 时 ， 才 得 知 W.Burmeister 曾 于 1973 年 

也 证 明了 这 个 结果 。 但 是 ， 抛 物体 法 所 需 的 试验 次 数 至 多 只 相 

当 于 DFP 方法 的 一 半 。 

2) 在 翻盘 斗法 、 最 陡 上 升 法 与 抛物 体 法 中 ， 都 需要 在 试 
验 区 域 中 ， 寻 找 一 个 点 作为 选 代 的 初始 点 。 因 此 ， 寻 找 一 个 

好 的 初始 试验 点 是 很 重要 的 事 。 若 这 一 点 选 得 很 靠近 函数 的 

极 大 点 ， 则 经 少数 试验 即 可 求 得 极 大 点 。 我 们 建议 下 面 寻求 

初始 试验 点 的 方法 。 假 定 试验 区 域 是 一 个 单位 立方 体 G;， 

Ogxi,Sl, 1&igs, 


则 取 一 组 点 局 ，1 <j <n， 它 们 在 G, 上 是 一 致 分 布 的 中 ， 
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在 这 个 点 上 安排 n 个 试验 。 比 较 试验 结果 f(x 中 )，1 <7 
么 mm， 其 中 使 函数 取 最 大 值 的 点 即 可 以 取 作 和 迭代 的 初始 点 。 进 
而 言 之 ， 若 函数 不 是 单 峰 的 ， 则 这 些 试验 结果 将 表明 函数 值 
的 分 布 情况 。 


8$ 4.10 ” 囊 体 


8 维 空间 的 是 体 D 的 定义 如 下 : 车 区 Ee D，yeD， 则 与 
了 的 连 线 上 的 点 也 属于 D， 即 
T+ity ~ HED, O01g1, 
定理 4.1 通过 DD 的 重心 的 任意 超 平面 均 将 D 分 为 两 部 
分 ， 其 体积 之 比 M 满足 
Ss 
+ ye 1 一 


i 


CH) 
| 
我 们 仅 对 于 s = 2 来 证 明 这 一 定理 。 因 为 证 明 的 论点 可 以 
推广 到 s > 2. 
DD 的 面积 |D| 为 


) 


pl= ffaxay, 
刀 的 重心 座 标 (5。 用 为 


1 一 
x*= 1 Hxaxdy, y= 识 jdxd 
不 失 一 般 性 ， 假 设 通 过 D 的 重心 的 直线 取 作 x 轴 ， 则 得 
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fdxdy = 0. (4.13) 


D 在 x 轴 上 面 的 部 分 记 为 D +， 而 在 其 下 面 的 部 分 记 为 D -。 
由 于 D? 与 刀 ” 可 以 互相 颠倒 ， 定 理 的 结论 可 以 写成 


或 |ffdxdyl> 人 jf dxdyl, (4.14) 
而 定理 的 假设 (4.13) 式 ， 即 
jyaxdy 二 一 ffydxdy. 


也 就 是 说 车 D1 与 D” 对 x 轴 有 相同 的 矩 时 ， 关 系 
式 (4.14) 成 立 。 

定理 4.1 的 证 明 : 

1) 对 称 化 。 
假设 D 由 c<y<dad, p10) < xp.0) 
给 出 。 则 


df920) a 
jaxay -| | dy (p23) — p91)dy 
-| 所 1 (p20)— v10) 
一 (p20) — po 


> (92 ©) ~ wo10)) 


与 ydxdy = | » 7” dxd 
-3(020)— v10)) 了 
命 D' 表 示 区 域 c < y < d， 


-F020)— p10)<x<F 0 — p10)).. 
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我们 继续 证 明 D’ 也 是 一 个 凸 体 。 事 实 上 ， 假 定 (x1, yePD’ 
与 (x,，y2)sD’， 则 


-3 (p00)— 91D Ex < 60) -p01) 


(oO 一 P12) < x2 < L(g,0,)— pl 力 . 
记 本 XxX1), y= ot ，0<1s1, 


则 -1 — D200)— PIOD+ p02) 910) < x 


<30 -p00) -p10 + p02) -9107)). 


由 于 D 是 凸 的 ,， 即 (1 一 Dp1G1)+t91G2)> 9109) 
与 (1 Do 0) + tip.02) < 9,0), 
推定 了 .(x，y)eD’。 这 就 是 说 D’ 可 以 用 来 代替 D。 因 此 ， 不 
失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 D 是 对 于 y 轴 对 称 的 凸 域 。 

2) 拉 直 。 

车 x 轴 交 D 的 边界 于 P、Q 两 点 。 显 然 可 以 在 y 轴 上 找 
到 一 点 R， 使 D1! 与 三 角形 人 POR 对 x 轴 的 矩 相 同 ， 即 


ydxdy = ff ydxdy. 
Dt APOR 


”我 们 着 手 证 明 ID*|l= fjdxdy > 】 dxdy. 
D+ APCR 


事实 上 , 若 三 角形 人 POR 与 D+ 的 交点 为 (x0sy0) 与 (一 xo; 
yo 儿 见 图 4.12)， 如 果 (x,，y)e 作 POR 一 D+， 则 y>yo; 如 
果 (xz，y)eD 7? 一作 POR， 则 y<yo. 说明 如 下 、 

把 RP 与 RQ 分 别 延长 到 RP’ 与 RO， 使 PQ 平行 于 x 


95 


轴 ， 并 使 万 - 与 POCO'P 对 x 轴 有 相同 的 箱 ， 即 
jf ydxay 一 Myadxdy. 


y 


- 
(- zo, yo) MN (xo,Y0) 


图 4.12 


于 是 iD TI= (fdxdy < ff dxdy =|PQOP’'O1. 
， D- PCPC 


因此 
Ip?*| > JPQR| 
| ID IPPC1 (4.15) 
-由 于 


yy ydxdy = 一 ff ydxay, 

APOR PQOP’'O’ 

所 以 ， 人 P'Q'R 的 重心 仍 在 原点 . 

。 。 允 由 于 |RO| 等 于 人 PQ/R 中 对 应 于 边 P/Q' 的 高 的 2 ， 
所 以 
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IAPOR|= 3 JIAP’O’R|, 


IAPQOR| _4 
因此 {PoP’Q| 5° (4.16) 


由 (4.15) 式 及 (4.16) 式 即 得 定理 。 ” | 口 
3 4.11 切 块 法 


本 节 我 们 将 介绍 在 s 维 空间 区 域 R 中 ， 找 出 函数 
z 二 f(x1，…，Xs) 的 极 大 点 的 一 种 算法 。 取 R。 中 的 一 点 
Po (x ®©, 2 x@), 并 取 s 个 邻近 点 P(x®@， ee X ， 
xzQ + xi wxQ)，1 和 ii 和 ss， 这 里 ， 对 每 一 个 二 
诸 5, 充分 小 ， 使 P@ 均 属 于 Ri. 先 在 PO(0 <i<s) 点 处 安 
排 s 二 1 个 试验 ， 用 /(P8)(0 < i<s) 表示 对 应 的 试验 结果 。 
命 Pe 为 点 
f (PV) /PY) 
eT ). 
通过 P@ 作 超 平面 ro， 它 垂直 于 P8 与 P。 的 连 线 . 则 Ro 
被 r。 分 为 两 部 分 ， 委 挤 不 含有 P。 点 的 部 分 ， 留 让 的 部 分 、 
用 R, 来 表示 。 再 在 Ri 中 取 一 点 P 则 ， 重 复 上 面 的 过 程 ， 直 
到 函数 的 极 大 点 (或 其 一 个 邻近 点 ) 被 得 到 为 止 。 这 一 方法 称 
为 切 块 法 . 

切 抉 法 的 道理 如 下 : re 是 在 P@ 点 处 的 等 值 面 的 切 平 
面 ， 而 留 下 部 分 包含 有 函数 的 极 大 点 。 因 此， 主要 问题 在 于 如 


了 
ee (x® 十 


(P® _ (PO) 
(+ Sf) 
RY > 
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何 选择 P@W，P@，… 点 ， 使 z 的 极 大 点 能 尽 可 能 快 地 达到 ? 
关于 P@，P@，… 的 选取 方法 ， 有 不 少 建议 。 例 如 ， 若 R。 
是 西 体 ， 则 取 PV 为 Ro 的 重心 即 可 ;因为 通过 Ro 的 重心 的 
任何 超 平面 ， 均 将 R。 分 成 两 部 分 ， 留 下 区 域 R, 的 体积 ， 恒 


小 于 原来 区 域 R。 的 体积 的 1 一 二 倍 ( 见 定理 4.1)， 注 意 ， 


数 1 一 二 是 与 维 数 s 无 关 的 。 因 此 ， 者 要 得 到 一 个 包含 有 2 
的 各 大 点 且 体 积 .< 的 区 霹 ， 风 所 情 的 二 验 次 数 的 数 蚊 
为 sm 。 


因为 物体 的 重心 的 座 标 ， 可 以 表 为 这 物体 上 的 一 个 重 积 
分 ， 故 可 以 用 第 五 章 中 一 述 的 s 3 了 维 空间 的 数值 积分 方法 来 近似 
计算 重心 的 座 标 。 


》4.12 ”0 一 1 变 元 法 


在 优选 法 成 为 应 用 数学 的 一 个 分 支 之 前 ， 曾 有 过 一 些 寻 
求 函数 极 大 点 的 方法 。 假 定 一 个 参数 仅 能 在 若干 个 水 平 中 取 
值 ， 最 简单 的 情形 是 假定 一 个 参数 仅 有 两 个 选择 ， 非 此 即 彼 。 
则 这 一 参数 可 以 用 0 一 1 变 元 来 表示 。 例 如 ， 温 度 或 
取 300C， 或 取 600C ， 若 温度 取 300C， 则 引入 一 个 新 变 
党 ， 其 值 为 1， 否则 为 0。 详 言 之 ， 由 


定义 0 一 41 变 元 1， 此 处 参数 < 表示 温度 . 
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现在 ， 我 们 来 介绍 稍 加 修订 的 0 一 1 变 元 法 。 

假定 一 个 参数 上 在 每 次 选择 中 ， 仅 限于 在 x 个 可 能 的 水 ， 
平 E1，《,，，…，《,， 中 取 值 。 则 它 可 以 用 0 一 1 变 
wi …，x， 来 表示， 此 处 ，x,; 只 取 值 0 或 1， 而且 x 
十 “二 x, 二 1。 

命 了 为 一 个 取决 于 大 个 参数 中 ，…， 的 目标 函数 ， 
此 处 ， 参 数 “<@ 有 nn 个 可 能 的 水 平 & 价 ，- ， 它们 对 应 
的 0 一 1 变 元 分 别 为 x 全 ，…，X Xm 。 我 们 常 假定 为 线性 模 
型 (当然 ， 党 定 的 可 各 性 是 和光) 

T= > bb Pxp, (4.17) 


此 处 ， 对 所 有 的 1 < i < 天， 
2 = 1，x 人 名 二 0 或 1. 


用 机 一 二 一 by 区 
一 
代 和 人 (4.17) 式 ， 
T= x 了 gO 全 十 xd (1 一 了 x®)) 


= ya 十 > 人 (a® 一 )x®. . 
ij"! (4.18) 

(4.18) 式 中 共有 mi 十 … 十 ni 一 大 个 独立 的 0 一 1 变 元 x0， 满 
足 于 | oo 


Dx 1, 1<igk, 


在 天 个 参数 ED，za.…:，em 中 ， 每 一 个 参数 取 一 个 水 平 做 斌 
验 ， 即 取 一 组 0 一 1 变 元 x 吕 -于 是 我 们 注意 到 7 的 一 个 对 应 
值 。 做 了 不 同 的 M 组 试验 之 后 ， 即 得 到 M 个 以 


[4 
xu 一 ax ISigk, 1<j<n,—!) (4.19) 
i=l 


为 未 知 元 的 联 立 线性 方程 组 。 :未 知 元 的 个 数 为 
N=mli 十 … 十 Ar 一 大 十 1 

因此 ， 车 M =N， 则 可 以 从 解 联 立 线 性 方程 组 ， 得 出 (4.19) 
式 中 未 知 元 的 唯一 的 一 组 解 ， 从 而 目标 函数 7 被 唯一 确定 
了 。 但 需 注意 ， 试 验 的 安排 必须 使 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 
零 。 
”一旦 未 知 元 确定 之 后 ， 选 择 《9 的 最 佳 水 平 的 方法 如 下 ; 
若 

op 一 am <0, 1<j<n,—1, 
则 定义 jo( 站 = 与 x = 1， 也 就 是 取 “9 的 第 m 个 水 平 。 
车 不 然 ， 命 jo() 使 < 一 x 为 诸 xn -ug，1<J<m -1 
”中 的 最 大 者 ， 即 取 xom = 1. 

按照 这 个 模型 ，7T 在 

| EV = 6 ，¢ = ei 
中 达到 其 极 大 值 ， 因 此 ， 得 出 结论 : 这 一 点 就 是 了 的 极 大 
” 点。 事实 上 ， 模 型 显然 是 不 可 靠 的， 因为 一 般 说 来 ， 线 性 函数 
不 存在 极 大 点 。 因 此 ， 这 一 点 仅仅 是 某 特定 意义 下 的 极 大 点 ， 
也 就 是 说 ， 这 一 方法 不 属于 能 对 收 鳃 速度 作出 估计 的 优选 法 范 “ 
畦 。 | 

由 于 线性 模型 的 假定 易于 失真 ， 故 我 们 不 再 讨论 如 何 选择 
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诸 x 问题 的 细节 ， 也 不 讨论 如 何 用 数理 统计 来 分 析 试 验 结果 
的 问题 。 总 之 ， 这 个 方法 不 能 保证 得 到 最 优 解 ， 其 至 不 能 保证 
得 到 在 预定 的 n,，n，,，…，n, 个 点 中 的 最 优 解 。 
例 “考虑 三 种 化 学 药品 配 成 的 最 佳 配方 问题 ， 其 中 每 种 
药品 的 用 量 有 三 种 水 平 ， 混 合 后 加 热 ， 温 度 也 有 三 个 水 平 。 
这 是 一 个 四 个 参数 的 问题 ， 其 中 三 个 参数 表示 药品 用 量 ， 
另 一 个 参数 表示 温度 。 按 照 上 述 方法 ， 需 要 作 
3x4—4+1=9 
次 试验 ， 才 能 确定 这 个 问题 对 应 的 线性 模型 。 
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[ 1 ] 华罗庚 ， 优 选 学 ， 科 学 出 版 社 ， 北 京 ，1981。 
[ 2 ] 华罗庚 与 王 元 ， 数 论 在 近似 分 析 中 的 应 用 。 科 学 出 版 社 ， 北 京 ， 
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第 五 章 ”黄金 数 与 数值 积分 


8 5s.1 引言 


黄金 数 w = 一! 不 仅 在 黄金 分 割 法 中 有 用 ， 而 且 丰 
丢 番 图 逼近 论 中 亦 具 有 重要 作用 。 这 使 我 们 想到 黄金 数 与 数 
值 积分 之 间 的 内 在 联系 。 基 于 w 的 有 理 逼 近 
Fm-! 1 
Fm < 三 二 
我 们 在 1960 年 发 现 了 一 个 非常 有 效 的 求 积 公式 


人 free y)dxdy ~ 二 (去 (er }) (5.1) 


Fn 
此 处 {€} 表示 & 的 分 数 部 分 。 


为 了 将 这 一 方法 推广 至 * 维 的 情况 ， 这 里 s > 2， 我 们 必 
须 推 广 与 黄金 数 w 相关 联 的 Fibonacci 数 。 
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满足 


由 于 w= 2cos 竺 ， 所 以 可 以 先 将 黄金 数 推广 为 集合 


0) =200s, 1<j<s—1, 


其 中 四 是 一 个 > 5 的 整数 ， 5 一 4 lp 是 Euler 了 数 )， 集 


合 11，om(s<jss 一 1 为 分 圆 域 多 ， =Q(cosT 二 ) 的 一 组 整 


底 。 利 用 绝 ， 的 尖 我 们 可 以 得 到 整数 集 项 
(Ar LO 2) (5.2) 


hj, 1 


1 
<c(R NT 3 一 1， 1 入 入 一 1， 


— wj 


此 处 c( 史 ,) 表示 一 个 仅 取决 于 绝 , 的 正常 数 。(5.2) 的 贯 可 以 


- 看 作 是 Fibonacci 贯 的 推广 。 因 此 我 们 得 到 用 单 和 盈 近 重 积 分 


的 一 个 维 求 积 公式 
| 人 re XXX 


1 忌 大 h, ik hs_i,ik 
a {63 
这 一 公式 在 实际 应 用 时 非常 有 效 。 但 是 ， 由 于 这 一 方法 的 应 
用 必须 有 电子 计算 机 ， 而 且 常 常 是 有 相当 数学 训练 的 科学 工 
作者 才 需 要 用 它 ， 因 此 ， 这 一 方法 确实 无 需 加 以 普及 . 此. 
外 ， 为 了 实际 应 用 的 需要 ， 我 们 编 集 了 一 个 表 ， 包 括 当 2 和 8 
< 18 时 ， 若 二 组 整数 集合 (5.2) 及 其 对 应 的 求 积 公式 (5.3) 的 
误差 估计 。 
整数 集 贯 (5.2) 不 仅 对 数值 积分 有 用 ， 凡 服 从 一 致 分 布 的 
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伪 随 机 数 用 得 着 的 地 方 都 可 能 有 用 ， 特 别 用 于 某 些 多 因素 优 
， 选 法 中 寻找 作为 迭代 的 初始 点 。 

我 们 关于 高 维 空间 数值 积分 的 研究 ， 说 明了 从 事 数 学 方 
法 的 普及 工作 ， 不 仅 没有 妨碍 我 们 的 理论 研究 工作 ， 它 还 起 
到 促进 的 作用 。 

在 这 一 章 中 ， 我 们 仅 给 出 公式 (5.1) 的 误差 居 计 。 关于 
这 个 理论 的 全 面 而 深入 的 探讨 ， 我 们 建议 读者 参看 我 们 的 
书 “数论 在 近似 分 析 中 的 应 用 ”5D 。 


$ 5.2 若干 引 理 


命 f(x，y) 为 一 个 周期 函数 ， 每 一 变数 都 有 周期 1 上 
有 Fourier 展开 


fb, = > 2 Clm, meiemx+m), 


m= n=—w 


此 处 {COm, mn)| < C(Onn) -°, 
其 中 = MAX(1, |x)) 及 x(>1), CcC(>0) 为 常数 . 这 种 函数 
的 全 体 构成 的 函数 类 ， 记 为 Be，C). 

引 理 5.1 命 m 与 n(>0) 为 两 个 整数 ， 


则 工 iye 2 - = 人 0 a 
证 当 rlm 时 ， 引 理 显然 成 立 。 否 则 ，ezi3 关 1， 所 以 
T exit Gs 一 DG 一 由 = 0. 口 


k=0 


引 理 5.2 ”对 于 任意 正 整 数 n、a， 与 az， 这 里 (a,， n) 
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一 1 i=12[ 此 处 (， 


| ee 


Sup | 
feEla, 


) 表示 最 大 公约 数 ] ， 皆 有 


drdy ~ EE, < 


< ce CD) 十 2a+10L 十 2K(oD)27 -路 


此 处 t0)= 》 下 -及 
人 (aaz) 三 


LL 


3 


3》 (mm 1 ,P12) 一 
2 有 至 0(modn) 


<mi £7 


2 


其 中 /表示 在 求 和 范围 中 去 掉 m, = 二 mz =0 项。 
证 ”由 引 理 5.1 可 知 


1 < aik 
n/n 
1 
n 


1 咱 1 十 2 可 > (modn) 


1 


1 
由 于 CGO, 0=- | 


所 以 


Lre, 


SUP 
feEla, C) 


5 Cl(mi1, ma Ze 


+am) 


42K ) 
n 


{aim 2 


2 Clmi, m2). 


= Mmodn) 


| (x, y)dxdy, 


a2k 
n 


y)dxdy 一 一 二 (2 ， 


< aim + aym Mk 
二 Cmi, mje 


2 ) 
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< CA(a1,a2), 
此 处 Qi，az)= (RA1m2) -<. 


am + om = Olmodn) 


车 (m，m 中 ) 是 同 余 式 


aimi + asm, = 0(mod 用 (5.4) 
的 一 组 解 ， 此 处 -了 <m? < < 了 (i=1, 2)， 则 
mi;=m® +ln, :i=1, 2, (5.5) 


也 是 (5，4) 式 的 一 组 解 。 另 一 方面 ，(5，4) 式 的 任意 解 皆 可 
以 表 为 形式 (5.5) 式 ， 所 以 


Q(a1,a,) = ?37 (om +/ 0 十 Ln)) 
a +a “22° Omodn) 


A 
3 < 天 人 


由 于 (aj, 如 = 106= 1，2)， 所 以 ，m 人 @ 与 四 给 了 个 之 
后 ， 另 一 个 就 唯一 地 确定 了 。 由 于 


>» 2 mtn) <1+27 m=1+2t(0) 
一 于 <m < f=—0 . . m=] 


ow 


与 m+n)™" 委 2》， (na-3)) 2°+1¢(m)n —*, 


1 一 加 i=1 


所 以 Q(ay,ay)— 人 (qi, 22) 


< 25 > Gn® 7 Tn) 
am + mY (modn) -~ 
-全 <m 人 < 人 
< 2°11(1 + 20(00)2mv. 口 


$ S.3 求 积 公式 的 误差 估计 


定理 51 命 n 为 一 个 >3 的 整数 。 则 
[fe ma- 下/( 直 ， 2) 


< C(4t(W)S*w "in )- 1p-eln(VS. wF,) 


sup 
feElo, OC) 


+2" (1 +20) F;"). 
证 首先 我 们 估计 和 
人 


1m2 到 OOmodFn) 


fe me 
2 


显然 mm 关 0, 否则 ,由 Fim 与 -也 <mi < 子 可 知 m1 


=0, 此 为 矛盾 。 任意 给 出 m,, 我 们 得 mj =yF, 一 F,_im,，; 
此 处 》 为 满足 


1 F,_i 1 
2 Tp "27 
的 整数 。 因 此 
A 人 (LF,_)< 2 CF- 1X — Fy)- + <2 (5.6) 
此 处 
J 一 > (x(F,_1x— Fp) ™. 
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注意 P，， > 福 (P，， 十 屎 -一 立 玉 :由 定 理 2.2 可 知 


FnFn-2— Fi=(—D"!, 
所 以 ， 任 意 给 出 整数 x 与 ?， 方 程 组 、 
X=F,_iut+F,v, 
了 二 大。 M+ F.1d, ， 
有 唯一 的 整数 解 wx，v。 显而易见 ， 当 FF,_1 所 x < 时 ， 有 
uv <0. 
现在 我 们 将 证 明 在 区 间 CF ， 五 mw) 中 任意 两 个 不 同 的 整 
数 x 与 x 和 它们 分 别 对 应 的 整 孝 5 与 亦 不 相同 。 否则 ， 由 
X 一 天。 ut Fv, 
xX = FM+ Fr, 
可 知 Full 一 za 这 不 可 能 ， 故 得 所 和 欲 论证 。 由 引 理 3.1 可 知 
FiFre— FF 1=(—D”- Fa 
所 以 |F,_ix—F,y| 
一 |P (Fn ut Pao) — FFn aa 二 局 
= |(F Fa ~ FF ot (FF, —F,.F, i)o| 
=|F nti Famo| > Fn, +ilul. 


因此 
J 2 xF ns 一生 (FF i) > Ur 
Fm -1 XPFm 一 一 o0 
= (OF Fs, nr) (5.7) 
由 引 理 3.1 可 知 ， 当 大 > 1 时 ， 
- 1  - 图 1 - 
ktl>F > 一 天 +1 1 __ 一 -~- 大 十 1 
w JF (w w) F0 
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、 jn ， 上 +lnV5Sow) 
所 以 大 一 2 
及 FF -asi 二 oa 
因此 ， 由 (5.7) 式 可 知 
J, <20(0)5"w wo”™ < 2t(m)5" 
从 而 由 (5.6) 式 得 


A(l, Fa_1) < 4(m5° wm “(n — DF,” 


w “PF, 


< (0)5"w “nT ) -1(InF, + In(V So)F-". 
故 由 引 理 5.2 可 知 定理 成 立 。 


$ 5.4” 求 积 公式 的 Q 结 果 和 下 界 


定理 5.2 


对 于 任何 整数 n >1 及 两 个 与 n 互 素 的 整 
数 a) 与 a, 和 皆 有 


p | ff, paxay -1 A 2) 


了 FE 


之 Ca 


证 取 E(x，C) 内 的 函数 
f(xy)=C > 了 (Fm) em tm 


m= m= 


则 | 


109 


I f (x, yaxdy = + T/T, 22 ) =CQ 
0 0 ni n 
此 处 Q= ?7 (nim,) ". 


am, +am, 三 Mmodn) 


由 于 (a1，n) = 1， 所 以 存在 a,， 使 
| aidi = 1(mod n). 
因此 - Q= (mm) 
mi + am, = modn) 
此 处 a=a.a,(mod n), 1&a<n. 


将 4 表 为 简单 连 分 数 ， 并 假定 5 ， 全 - ，…，4 2 为 其 斯 近 分 


数 ， 此 处 p=a 及 gs ==n. 由 定理 2.5 可 知 


n- 


全 - 径 < ,0<Igm=™1, 

qi dm 2797+1 

即 lpigm 一 grPm| 么 gm 9 Ogi<m—1l. 
di+t! 


由 于 mi =p14m 一 pn， m2 二 91(0 1<m 一 上 为 同 余 式 
mi+am,=0(mod n) 


的 解 ， 所 以 


mi m—l 


> 2 (qi(piqgn — qipm) “> 2 (gmq1) “gf 
i=1 1=0 


dm 9m-1 di \2 - 之 
> Pa( 一 一 -一 一) m2" =m m mn 
dm-i dm-—2 do 4 Ym 


a 
=(me™nm" )gn" >agn "Ingn, 


其 中 我 们 用 到 这 样 的 不 等 式 ， 即 有 限 个 正 整 数 的 算术 平均 不 
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小 于 它们 的 几何 平均 。 口 


由 定理 5.2 可 知 ， 除 一 个 常数 之 外 ， 由 定理 5.1 给 出 的 误 
差 估 计 是 至 于 至 善 的 。 


$5.5 注 记 


对 于 = 2 的 梯形 公式 ， 我 们 有 
定理 5.5 命 n=m?. 则 


1r1 . _1l™e 用 1 7 
7 De 
& 
< CCC(w 十 1)27 2. (5:8) 
证 ”出 引 理 5.1 可 知 
1 m— 1 m—] 1 


Xe 


一 CcC(0,0) 十 37 CC 1 sm 2) 


me = Mmodm) 


所 以 


sup 
feEkla, ©) 


1r1 _1i™ m~—1 i 2 
| 


20 12=0 
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<C >》 (mm,)™ 


2 oe 
| ® 2 . a 
<cm-( Fk-°) = CQ + Dn 口 
f(xy)= Cm “(ew +e >"*), 则 f(x,y)eE(x，O), 而 和 且 
ir1 1 1 1 2 
fe pe 到 全 全 -2 


这 说 明 (5.8) 式 中 的 误差 项 n -3 已 不 多 许 再 作 实 质 性 的 
改进 ， 它 比 由 定理 5.1 给 出 的 误差 项 nlnn 坏 多 了 。 还 应 注 
意 ， 由 Monte Carlo 方法 给 出 的 求 积 公式 仅 能 得 到 概率 意义 


下 的 误差 项 O(n -2). 
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861 引言 


处 理 生产 中 的 组 织 和 管理 问题 的 方法 叫 统筹 法 。 从 1965 
年 至 1982 年 ， 我 们 与 大 量 工厂 企业 的 长 期 接触 中 ， 确 认 这 是 
一 个 很 好 的 普及 项 目 。 

CPM、PERT、 机 器 排序 、 运 输 问题 中 的 图 上 作业 法 与 
单纯 形 方法 ， 都 是 曾经 在 我 国 普及 过 的 方法 。 特 别 是 CPM 与 
PERT 有 广泛 的 应 用 。 我 们 将 在 本 章 与 下 一 章 分 别 介绍 这 两 个 
方法 。 


6.2 统筹 法 (CPM) 


先 举 一 个 例子 ， 用 以 说 明 方 法 。 假 定 有 一 项 工程 ， 共 有 九 
道 工 序 。 工程 及 其 工序 可 以 用 有 向 图 来 模型 化 。 每 道 工序 用 两 
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个 节点 及 其 间 的 一 条 有 向 弧 来 表示 。 每 个 节点 表示 了 所 有 流向 
节点 的 工序 均 已 完成 ， 以 及 没有 一 个 离开 节点 的 工序 开始 进行 
的 即时 的 点 。 例 如 一 一 [2] 代表 工序 (1 ~2)。 一道 工序 所 
需 的 时 间 ( 通 常 以 “天 ”为 单位 )， 用 数字 写 在 对 应 的 有 向 弧 旁 ， 
例如 [DD 一 3 区 ] 。 若 仅 当 工序 3 一 6 和 (4 一 6) 完 成 之 后 ， 工 
序 (6~7) 才 能 开始 ， 就 如 图 6.1 所 示 。 还 可 以 引入 所 需 时 间 为 


| 图 61 
- 零 的 虚拟 工序 ( 伪 工 序 )， 例 如 四 一 0 _ -四 .图 6.2 画 了 一 个 
典型 的 图 ， 这 个 图 称 为 统筹 图 (CP 图 ). 


… 工序 也 称 为 任务 。 
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考虑 一 张 CP 图 上 所 有 的 起 点 (无 输入 有 向 弧 的 节点 ) 与 终 
点 (无 输出 有 向 弧 的 节点 )。 例 如 ， 在 图 6.2 中 只 有 一 个 起 点 
(四 ) 与 一 个 终点 (加 )。 从 一 个 起 点 至 一 个 终点 ， 沿 所 经 的 
每 条 有 向 路 线 ， 计 算 共 需 的 时 间 。 注 意 ， 在 一 个 起 点 与 一 个 终 
点 之 间 ， 可 能 有 几 条 有 向 路 线 ， 所 以 ， 所 有 的 路 线 都 要 予以 考 
永 。 例 如 ， 在 图 6.2 中 ， 沿 路 线 


3 5 .8 
1 一 一 ~ 
2 0 8 
D 一 一 -加 一 一 -加 一 一 加 


2 7 6.5 
一 一 日 一 一 -加 一 一 加 


4.5 8 6.5 
一 一 呈 -一 一 器 一 一 -中 
所 需 的 时 间 分 别 为 3+5+8=16，24+0+48=10，2+4746.5=15.5 
与 4.5+8+6.5= 19。 整 个 工程 所 需 的 总 工期 ， 等 于 CP 图 中 连 
接 起 点 至 终点 的 所 有 路 线 中 所 需 时 间 最 长 者 。 这 种 耗 时 最 长 的 
路 线 称 为 主要 矛盾 线 (或 关键 路 线 )， 记 为 CP。 注 意 ，CP 往往 
不 是 唯一 的 。 

若 CP 上 的 一 道 工 序 联 误 一 天 完工 ， 则 工程 的 总 工期 拖延 
一 天 。 若 诸 主 要 矛盾 线 上 的 一 道 工 序 缩短 一 天 工期 ， 则 工程 的 
总 工期 提前 一 天 。 由 于 其 它 路 线 现在 可 能 是 关键 的 ， 因 此 ， 工 
程 的 总 工期 可 能 提前 不 到 -- 天 。 为 了 避免 赛 工 ， 一 些 非 主要 予 
盾 线 上 的 工程 任务 ， 可 以 延缓 些 日 子 开工 ， 
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$6.3 时 差 


考虑 每 一 任务 的 最 早 可 能 开工 时 间 ， 即 若 这 一 任务 的 所 有 
前 部 任务 均 已 开工 ， 它 尽 可 能 早 地 开工 的 时 间 。 例 如 ， 在 图 
6.2 中 ，(2 一 9) 只 有 在 (1 一 2) 完 成 以 后 才能 开工 ， 因 此 ，(2 一 9) 
的 最 早 可 能 开工 时 间 是 3( 指 三 天 后 )。 类 似 地 ， 任 务 (4 一 6) 的 
最 旱 可 能 开工 时 间 是 4.3。 对 于 任务 (6 一 7)， 情 况 就 不 同 了 。 
因为 从 器 到 [可 有 两 条 路 线 ， 即 
2 7 4.5 8 

[1 一 一 一 -已 | [6 与 .四 一 一 一 印 一 一 [9 ， 
它们 所 需 的 时 间 是 2+7=9 与 4.5+8=12.5， 所 以 ， 任 务 (6~7) 
的 最 早 可 能 开工 时 间 为 12.5. 

一 项 任务 的 最 迟 必须 开工 时 间 是 指 不 致 拖延 整个 工程 完成 
的 前 提 下 ， 这 项 任务 开工 的 最 述 时 间 。 在 我 们 的 例 中 ， 工 程 的 
总 工期 是 19 天 ， 若 任务 (5~ 7) 在 整个 工程 开工 后 第 12 天 ， 嗓 
第 11 天 结束 之 后 ， 还 不 开工 ， 就 要 耽误 整个 工程 了 。 因 此 任 
务 ($ 一 7) 的 最 迟 必须 开 工时 间 是 19-8= 11. 同 理 ，(6 一 7) 的 最 迟 
必须 开工 时 间 是 19--6.5= 12.5. 由 于 在 团 与 办 之 间 有 两 条 路 
线 ， 即 


国 -” .加 ->”. 辐 与 国 一 9， 
它们 所 需 的 时 间 各 为 0+8=8 与 716.$= 13.$S， 因 此 ，(1 一 3) 的 
最 迟 必 须 开 工时 间 是 -19-8-2= 9 与 19-13.5~2= 3.5 中 较 小 的 
一 个 ， 那 么 ， 为 了 不 致 拖延 整个 工程 工期 ， 任 务 (1 一 3) 必 须 在 
工程 开工 后 3.5 天 内 开工 。 一 个 任务 的 最 早 可 能 开工 时 间 与 最 
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迟 必 须 开工 时 间 ， 可 以 在 有 向 弧 旁 用 序 偶 来 形象 地 予以 表示 ， 
序 偶 中 第 一 个 数 为 最 早 可 能 开工 时 间 。 例 如， 任务 (2 一 5) 的 最 
早 可 能 开工 时 间 是 3， 最 迟 必须 开工 时 间 是 19--8-5= 6， 它 将 
表示 为 


5 
——>[5] 
(3,6) 


用 这 种 方法 ， 我 们 得 到 图 6.3 中 的 图 。 


(4.5,4.5) 
图 6.3 . 

一 个 任务 的 最 迟 必 须 开工 时 间 与 最 早 可 能 开工 时 间 之 差 ， 
称 为 该 任务 的 时 差 。 上述 例子 中 各 工序 的 时 差 如 表 6.1 所 示 。 


囊 6.1 
Es [ss else 
CENEDENENONEDIEN EN 

主要 矛盾 线 上 各 工序 的 时 差 显然 为 零 ， 反 之 ， 将 时 差 为 堆 
的 各 工序 连接 起 来 ， 即 得 主要 矛盾 线 。 给 一 个 工序 规定 了 开工 
时 间 ， 将 影响 其 它 工序 的 可 能 开工 时 间 。 例 如 ， 若 工序 (1 ~2) 
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. 在 第 四 天 开工 ， 则 工序 (2~ 5) 与 (5 一 7) 的 新 时 差 就 等 于 零 了 。 
§ 6.4 “平行 作业 与 交叉 作业 


为 了 缩短 整个 工程 的 工期 ， 就 必须 缩短 诸 主 要 矛盾 线 上 一 
些 工序 的 工期 。 方 法 有 二 ， 一 是 平行 作业 ， 一 是 交叉 作业 。 

车 一 项 任务 I 可 以 拆 成 几 项 任务 同时 做 ， 则 称 了 可 以 平行 
作业 。 假 定 工 序 (10~ 20) 所 需 的 时 间 是 100( 见 图 6.4)， 它 可 以 
拆 成 同样 的 两 道 工 序 同 时 做 。 


3 


00 
四 


图 6.4 
例如 一 台 机 床上 做 100 个 零件 ， 改 为 用 两 台 同 样 的 机 床 ， 
各 做 .50 个 零件 。 又 如 ， 一 条 水 沟 两 端 同时 开 控 。 这 类 的 CP 
图 怎么 画 ? 可 以 引入 伪 工 序 ， 得 到 图 6.5， 也 可 以 将 图 画 成 图 
6.6 与 6.7 那样 。 不 管 娜 种 情况 ， 为 了 区 别 节点 加 与 加 之 间 ， 
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25 25 


图 6.7 
现在 有 了 两 道 工 序 ， 节 点 站] 与 加 (或 其 中 的 一 个 ) 是 必需 引进 
的 。 
其 次 ， 我 们 用 一 个 例子 来 说 明 交 叉 作 业 。 例 如 CP 图 如 图 
6.8 所 示 ， 其 中 4、 B、C、D 表示 工序 的 名 称 (不 要 与 前 面 的 ， 
规定 混淆 )。 


D0 0 0 


图 6.8 
假定 4 做 完 一 部 分 后 ，B 就 可 以 开始 做 ， 对 于 B、C 与 
C、D， 情 况 也 是 一 样 。 则 4、 召 与 C 可 以 分 别 拆 成 41!/、4;; 
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”Bl、B, 与 Cl/、C2， 工 程 可 以 用 图 6.9 或 6.10 所 示 的 两 种 CP . 


图 来 模型 化 ， 有 向 弧 旁 标 “0” 的 表示 伪 工 序 ， 


图 6.10 
注意 图 6.11 的 图 有 逻辑 上 的 错误 。 它 说 明 Ci 与 D, 只 有 
当 4, 与 B, 完成 之 后 才能 开始 ， 这 是 完全 不 必要 的 ， 因 此 图 
形 是 不 正确 的 。 


图 611 
假定 每 一 道 工 序 对 (X=4、B、C、D) 可 能 拆 成 具有 下 
述 前 提 条 件 的 三 道 工 序 硬 、 妃 与 区 . 对 每 道 工序 X,Y, 都 在 
120 


蕊 ,之 前 完成 ，i= 1，2。 亦 即 只 有 工序 4, 完 成 后 ， 工 序 B 才 
:能 开始 ， 以 及 B、Ci 分 别 完 成 后 ，Ci;、D, 才 分 别 可 以 开始 ， 
i= 1、2、3. 则 这 种 情况 的 CP 图 如 图 6.12 所 示 。 


4, B, CN 了 


图 6.12 
图 6.13 又 包含 了 一 个 逻辑 错误 ， 图 上 看 出 ， 只 有 Bi 完 
成 后 ，4; 才能 开始 ， 或 CI/、D) 完成 后 ，B，、C; 才能 开始 。 
这 些 都 是 不 必要 的 条 件 。 
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8 6.5 工人 配备 表 


有 时 ， 我 们 可 以 向 非 主 要 矛盾 线 上 的 工序 中 作 适 当 的 调 
度 ， 以 减少 工人 数 或 设备 数 。 作 为 一 个 例子 ， 假 定 8 6.2 的 全 
子 中 各 工序 所 需 的 工人 数 如 表 6.2 给 出 那样 。 这 张 表 反映 出 该 


训 6.2 
eT Ll 
时 x 
d (6~7) | 


XN KAXKAG [XXXX2 

-oopsosk [人 

HN XXX ed oo 2 
区 


[6 AAA 


工程 逐日 需要 工人 数 的 情况 ，。 例 如 ， 工 序 (1 一 4) 从 第 1 天 到 第 

4.5 天 ， 需 要 3 个 工人 ; 工序 (3 一 6) 从 第 3 天 到 第 9 天 ， 需 要 3 

个 工人 ， 等 等 。 网 格 阴 影 的 区 域 表 示 CP 上 各 工序 需要 人 员 的 

情况 ， 斜 线 阴 影 区 域 则 表示 非 主要 矛盾 线 上 各 工序 要 人 的 情 

况 ， 它 右边 的 空白 区 域 的 长 度 表 示 了 时 差 ， 高 度 表 示 了 可 以 调 
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用 的 最 多 工人 数 。 


我 们 必须 注意 分 配给 各 工序 的 工人 总 数 应 少 于 或 等 于 可 能 
得 到 的 人 员 数 ， 如 果 超 过 ， 必 须 采 取 一 定 的 措施 。 整 个 工程 的 
总 人 员 最 好 是 尽 可 能 安排 得 均匀 些 ， 这 可 以 用 推迟 一 些 工 序 的 
开工 时 间 来 减少 那些 用 人 很 多 的 工序 的 工人 数 来 达到 。 例 如 ， 
若 当 工序 (2 一 9 完工 后 ， 工 序 ($ 一 7) 的 开 开 时 间 推 迟 3 天 ， 则 
第 4.5 天 之 后 ， 工 序 (3 一 g@) 的 工人 数 可 以 减 至 2， 第 11 天 后 可 
以 减 至 一 个 工人 。 所 以 ，8 个 工人 就 足以 使 整个 工程 在 19 天 
内 完成 ， 如 表 6.3 所 示 。 当 然 ， 有 时 某 一 工序 必须 有 一 个 最 少 
人 数 来 干 ， 故 对 人 员 安 排 上 的 改变 应 予以 留意 。 

这 6.3 


Kuo 


CN X 水 NA AA CN 
Gb i eh a 
SRA 有 2 
6 : 

7 ~ 
HB el 本 
eg 
二 | 十 一 

| 


hy rp EE 
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第 七 章 ”计划 检查 评审 技术 (PERT) 


$7.1 引言 


问题 : 假定 一 个 工程 有 产道 工序 (或 任务 )， 描 述 每 道 工 序 
用 三 个 时 间 参 数 ， 即 “乐观 时 间 ”、“ 最 可 能 时 间 ” 与 “悲观 时 
间 ”。 每 道 工 序 所 需 的 精确 时 间 ， 并 不 假定 已 知 。 问 如 何 估计 
整个 工程 工期 的 概率 ? 

为 了 区 别 起 见 ， 第 六 章 所 讨论 的 问题 称 为 肯定 型 问题 ， 这 
里 所 说 的 问题 则 为 非 骨 定型 问题 。 若 我 们 对 工程 的 每 道 工序 都 
很 熟悉 ， 从 而 我 们 可 以 用 以 往 积 累 的 资料 ， 精 确 地 估计 每 道 工 
序 所 需 的 时 间 ， 则 最 好 将 问题 作为 肯定 型 问题 来 考虑 。 否则， 
车 一 项 工程 包含 了 一 些 用 以 前 的 实践 无 法 估计 所 需 时 间 的 工 
序 ， 则 最 好 将 问题 作为 非 肯定 型 问题 来 考虑 。 

命 a、 上 4b 与 c 分 别 表 示 一 个 工序 的 乐观 时 间 、 最 可 能 时 间 
与 悲观 时 间 。: 则 用 
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a+4c+b 
6 


来 表示 这 一 工序 的 “平均 时 间 ”( 即 均值 )。 车 将 一 个 工序 的 平均 - 
时 间 定 义 为 工序 的 新 的 所 需 时 间 ， 则 我 们 的 问题 归结 为 一 个 肯 
定型 问题 ， 从 而 CPM 可 以 用 来 寻求 工程 的 总 工期 M。 

但 这 里 得 到 的 工程 工期 M， 只 是 工程 完工 的 一 个 可 能 日 
子 。 一 个 很 自然 的 问题 是 如 何 估计 工程 在 M 天 之 内 完成 的 概 
率 ? 进而 言 之 ， 对 于 给 定 N， 怎 样 去 估计 工程 总 工期 少 于 或 
等 于 N 的 概率 ? 

。 本 章 我 们 将 介绍 处 理 上 述 问题 的 方法 ， 即 所 谓 计划 检查 评 
审 技术 ， 或 谓 之 PERT 法 。PERT 的 前 提 是 一 系列 统计 假 
定 ， 这 些 假定 的 可 靠 程度 是 值得 研究 的 。 但 是 ，PERT 仍 是 一 
个 好 的 可 供 普及 的 数学 方法 ， 因 为 

1) 这 个 方法 易 为 工人 与 管理 人 员 掌 握 ;: 

2) 这 个 方法 适用 于 有 大 量 人 员 参 与 的 大 工程 ; 

3) 这 个 方法 对 于 组 织 几 个 工业 部 门 的 协作 是 一 个 好 的 科学 
方法 。 


$ 7.2 概率 的 估计 


今后 我 们 用 to。、tmw、tp 与 te 分 别 表示 一 个 任务 的 乐观 时 
” 间 、 最 可 能 时 间 、 悲 观 时 间 与 平均 时 间 ， 此 地 !。 定义 为 


to 十 4tm 十 1 
fe TT 


to 一 tm 一 tp 标 于 表示 任务 的 有 向 弧 一 便 ， 而 +- 则 标 在 有 
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向 弧 的 另 一 侧 ， 如 图 7.1. 


65-7-14 
图 7.1 


车 把 1。 作为 任务 所 需 的 时 间 ， 则 一 个 非 肯 定型 的 问题 就 转化 
为 肯定 型 问题 了 ， 从 而 CPM 可 以 用 来 寻求 该 工程 的 总 工 
期 .M， 这 时 的 M 又 叫做 工程 的 平均 工期 。 当 然 ， 这 样 得 到 
的 M 只 是 工程 完工 的 一 个 可 能 日 子 。 现 在 我 们 来 介绍 一 个 估 
计 工 程 在 入 天 之 内 完工 的 概率 P(N)。 

”一 个 任务 的 方差 定义 为 


工程 的 方差 cz 定义 为 CP 上 诸 任 务 的 r。 值 之 和 。 则 概率 
P(M + xo) 
等 于 
D(x) = pe __e -di, 
其 中 B(x) 的 值 由 表 7.1 给 出 。 由 于 
D(X)= 1 一 G(xh， 
故 B(x) 的 值 也 可 以 从 表 7.1 得 到 . 


例 考虑 由 图 7.2 给 出 的 问题 。 
作为 一 个 肯定 型 问题 ， 得 CP 
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囊 7.1 正 态 分 布 表 (分 布 函 数 ) 


my 回 _ 5 ,1 


总 工期 为 M=19，CP 上 每 一 道 工序 的 平均 时 间 与 方差 如 表 
7.2 所 示 。 
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由 19= 19 + 1.8x， 


得 x=0, 

由 表 7.1 可 知 p(19) = 8B(0) = 50%. 

又 由 21= 19 十 1.8x， 
得 x = ll 
故 由 表 7.1 得 


PCD = @(111…) ~ 86%. 


3 7.3 ”计算 过 程 


求解 8 7.1 所 述 的 问题 ; 我 们 列 下 面 两 张 表 。 第 一 张 表 
包括 下 面 的 细则 : | 
]) 第 一 列 填写 各 工序 的 名 称 。 
2) 第 二 列 填写 fl、tw 、 忆 与 1 值 。 
3) 把 1。 作为 每 道 工 序 所 需 的 时 间 。 用 CPM 算出 每 道 工 
序 的 最 早 可 能 开工 时 间 Ts 与 最 述 必须 开工 时 间 T,， 将 它们 
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£ 


填 人 第 三 列 。 


4) 将 各 工序 的 时 差 填 和 人 第 四 列 。 把 时 差 为 零 的 有 向 统 连 


接 起 来 ， 即 得 CP 与 工程 的 平均 工期 M。 
第 二 张 表 包括 下 面 的 细则 : 
5) CP 上 各 工序 的 名 称 填 人 第 一 列 。 
.6) GP 上 各 工序 的 1。、1,、1, 一 六 及 (一 to): 依次 填 
人 以 后 各 列 。 于 是 我 们 得 到 工程 工期 的 标准 离 差 c。 
对 于 任意 给 定 的 W, 由 M+xo=N 


可 得 x 二 一 人 ， 
所 以 ， 由 表 7.1 即 得 工程 在 N 天 之 内 完工 的 概率 
P(N)= B(x), 


例 考虑 如 图 7.3 所 示 的 工程 。 


2-2-4 8-12-20 


6-14-32 


田 2-2-4 四 24-32-52 
了 
18-28-44 9] 20-28-40 个 4-4-10 


4-8-10 


6-8-12 


24-30-48 
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(36~ 45) 


(36~72) 

(39~45) 0 
(39 一 48) 25.6 
(39~ 51) 33.7 
(39~ 54) 15.0 
(42~ 57) 50.7 
(45 一 60) 0 
(48 一 63) 25.6 
(51~66) 33.7 
(54 一 69) 15.0 
(57 一 72) 8 50.7 
(60 一 63) 0 

(60~72) 6 

(63~75) 6 

(66~75) 2 

(69 一 75) 4 

(72~75) 4 

(75~75) 0 


1) 表 7.3 是 第 一 张 表 。 由 表 7.3 我 们 立即 得 到 CP 
=- 国 -> 四 -一 > 加 -一 - 因 - 一 - 因 


及 工程 的 平均 工期 M= 95。 
2) 表 7.4 是 第 二 张 表 ， 因此 工程 工期 的 标准 离 差 为 


-| ~ N62.5556 ~ 7.91. 
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3) 由 95 十 7.91x = 90， 


表 7.4 


(33~ 39) 

(39 一 45) 100 
(45 一 60) 784 
(60~72) 676 


. (72~75) 


得 X= ~ 一 0.63, 


“所 以 ， 由 表 7.1 可 知 
p90) ~ $B(— 0.63) ~ 26%, 
们 由 95 十 7.91x = 100， 
5 
得 X73T ~ 0.63, 


所 以 ， 由 表 7.1 得 
p(100) ~ B(0.63) 六 74% 。 


8 7.4 ”初等 方法 


和 前 面 一 样 ， 我 们 将 一 个 非 肯定 型 问题 ， 转 化 为 肯定 型 
问题 ， 然 后 用 CPM 找 出 肯定 型 问题 的 CP。 假定 CP 是 由 mm 
道 工 序 mi、 m2 “~ ma 构成 。 用 109、 1 与 1 分 别 表示 
工序 m， 所 对 应 的 1。、1， 与 1, 。 现 在 来 计算 对 应 的 概 
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率 pOW)。 
命 {9、1@ 与 19 的 加 权 分 别 为 1、4 与 1. 考虑 对 CP 
的 3" 个 可 能 工期 4 


d= Yd,, 
i=1 


此 处 d; 表示 1 四、 与 18 中间 的 一 个 。4 的 加 权 o(4q) 
定义 为 d, 的 加 权 之 积 。 注 意 所 有 3” 个 可 能 的 4 的 加 权 之 和 


等 于 6"。 现 在 定义 工程 在 入 天 内 完工 的 概率 为 所 有 < 六 
的 CP 工期 的 加 权 和 与 所 有 CP 工期 的 加 权 和 之 比 ， 即 


> old) 


N)= > 
p(N) or 


例 ”考虑 图 7.2 给 出 的 问题 。 求 p(Q21)? 
作为 一 个 肯定 型 问题 ，CP 包含 工序 (1~4)、(4~6) 
与 66~ 人， 它们 分 别 记 为 my、m; 与 tH3。 对 应 的 1。、1, 与 
t, 由 表 7.5 给 出 。 
表 7.5 


由 于 21 大 于 工程 的 平均 工期 M， 所 以 最 好 先 算出 工程 至 
少 要 22 天 才能 完工 的 概率 4， 再 用 


PCHD=1 一 4. 
大 于 或 等 于 22 的 CP 工期 如 下 : 
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1 +0+Y=22, 10 +10 + =24, 
IO + + =23, 1 +1® +18 =25, 
DFO + =27, + + =27, 
DFOD HO =23, 0 +10 +19 =28, 
ID +2 + =24, 0 +1 +1? =32, 
19 十 19 十 £9) 一 28. 

它们 的 加 权 分 别 为 1、4、1、4、16、4、1、4、1、4 与 1， 其 


和 为 41， 所 以 
41 


从 而 DCHs1 一 19% = 81%. 
$7.5 注 记 


PERT 的 前 提 是 一 系列 统计 假定 ， 即 CP 上 每 道 工序 的 工 
期 是 一 个 区 间 (1。，1,;) 上 服从 Beta 分 布 的 随机 变数 ， 其 中 值 
与 方差 为 


_t,+4t, +i 
. e 6 
1 一 上 AN: 
与 = (2 ). 
Te 6 


而 工程 的 总 工期 是 一 个 渐 近 地 服从 正 态 分 布 的 随机 变数 ， 其 中 
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值 为 M( = Yt,)， 标 准 离 差 为 c( = Vr, )。 虽然 后 面 的 假定 
可 以 当成 中 心 极限 定理 (CLT)(A.M.Ljapunoff 定理 ) 的 结论 ， 
但 如 何 去 验 证 CLT 中 的 前 提 条 件 仍 是 值得 探讨 的 问题 。 

在 推广 PERT 时 ， 工 序 的 平均 时 间 与 方差 的 含义 ， 我 们 
解释 如 下 。 

1 的 概率 假定 是 1 概率 的 一 倍 ， 故 


f, + 2t, 
3 


算 作 工 序 在 区 间 (1。 ，1,,) 上 的 平均 工期 。 同 理 ， 用 
| 21 + 


算 作 工序 在 区 间 (tw ，1,) 上 的 平均 工期 。 因 此 ， 工 序 的 平均 
时 间 与 方差 可 以 分 别 取 为 
1 71 十 21。 2tm 十 1 _ to 十 和。 十 1 
3 3 )= 6 
与 ， 
二 (Ce 二 2 _ it+2in 1。 十 41， 十 上 
2 6 . 3 6 
2 人 1 一 !。 
中 = (全 ) 
和 生计 中 只 的 二 to、twm 与 局 的 加 权 分 别 为 1、4 


与 1， 但 这 个 方法 所 需 的 计算 比较 宛 长 。 更 准确 地 说 ， 这 一 方 
法 所 需 的 初等 计算 次 数 是 指数 级 的 。 
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第 八 章 ”机 器 排序 


§ 8.1 引言 


除了 使 一 个 过 程 的 总 等 待 时 间 最 少 的 排序 问题 外 ， 我 们 在 
工厂 中 碰 到 的 其 它 序 贯 分 析 方面 的 问题 还 有 机 器 排序 问题 ， 即 


问题 有 闫 个 零件 巨 :， 于 2， 需要 在 s 台 机 
床 41，4，，…，A4， 上 上 加工， 这 里 每 个 零件 按 次 
序 4:，4:，…，4:， 在 每 台 机 床上 连续 加 工 。 每 一 零件 在 


每 台 机 床上 的 加 工时 间 (用 小 时 为 单位 ) 是 已 知 的 。 问 零件 
如 何 排序 可 使 第 一 个 零件 开始 加 工 到 最 后 一 个 零件 加 工 完 的 
时 间 最 少 ? 

当 s = 2 时 ， 这 个 问题 已 由 S.M.Johnson 解决 ， 但 当 3 
> 2 时 ， 我 们 只 有 一 些 试 算 方法 (直接 推断 法 ) ， 能 够 得 出 稍 
微 满意 的 解答 . 因此 在 本 章 中 ， 我 们 仅 讨 论 * = 2 的 情况 。 
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§ 8.2 两 台 机 床 问题 


台 机 床 分 别 记 为 4 与 B。 命 ai 与 六 分别 表 示 零 件 万 ， 

在 4 与 上 所 需 的 加 工时 间 ， 其 中 a; 与 b; 可 以 取 值 零 。 
则 Johnson 法 则 可 以 表述 如 下 : 

车 a1，az，…，an，bi1，b2，…,，b, 中 的 最 小 数 出 现 
在 “a” 中 ， 比 如 a;， 则 零件 外; 安排 在 最 早 加 工 。 反 之 ， 车 
出 现在 “pb” 中， 比如 5b;， 则 了 XY; 安排 在 最 后 加 工 。 若 有 多 个 
相等 的 最 小 数 ， 则 按 上 法 ， 任 取 一 个 安排 。 去 掉 安排 后 的 零 
件 ， 再 继续 重复 上 述 步骤 。 . 

例 ”假定 有 五 个 零件 针 !，…，X;， 需 要 依次 在 机 床 4 
”与 互 上 加 工 ， 它 们 所 需 的 加 工时 间 由 表 8.1 给 出 。 

首先 ， 若 零件 按 次 序 表 8.1 
YY; 加工， 我 们 来 
计算 这 五 个 零件 所 需 的 总 耗 ， 
时 间 。 命 零件 计 在 4 上 的 
开始 时 间 为 :=0， 则 它 在 
机 床 4 上 的 终结 时 间 为 
1 三 1， 这 也 是 六 在 机 床 玉 
上 的 开始 时 间 。 了 XX 在 B 上 
的 终结 时 间 为 :=1+5=6. 
各 在 4 上 的 开始 时 间 为 
t=1， 而 其 终结 时 间 为 
t=1+8=9。 因 此 ,了 在 B 
上 的 开始 时 间 与 终结 时 间 分 别 为 :=MAX{6，9}=9 与 
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1= 12， 等 等 ， 结 果 如 表 8.2 所 示 。 
表 8.2 


最 后 一 个 零件 在 8 上 的 终结 时 间 的 一 倍 称 为 该 加 工 顺序 
的 总 耗 时 间 。 所 有 零件 在 两 台 机 床上 的 加 工时 间 之 和 称 为 机 器 
时 间 。 总 耗 时 间 与 机 器 时 间 之 差 称 为 空 闸 时间。 因此 ， 在 这 个 
例子 中 ， 对 加 工 顺序 玉 芭 到 和 卫 的 总 耗 时 间 、 机 器 时 间 与 空 
闲 时 间 分 别 为 2x28= 56、23124=47 与 9。 
现在 我 们 按照 Johnson 法 则 安排 加 工 左 序 。 表 8.1 中 的 最 - 
小 数 是 1， 所 以 零件 于 安排 在 最 先 加 工 。 间 理 ，XX, 安排 在 
最 后 加 工 。 剩 下 零件 的 最 小 加 工时 间 是 3， 即 X; 在 机 计 4 上 
的 加 工时 间 与 X: 在 B 上 的 加 工时 间 。 我 们 将 六 ; 安排 
在 七 :后面 加 工 。 照 此 做 下 去 ， 我 们 得 到 加 工 顺序 
为 万 3 。 结 果 如 表 8.3 所 示 。 这 个 顺序 的 总 耗 时 间 
为 S0， 而 空闲 时 间 为 3。 这 说 明 加 工 顺 序 蕊 ,天 3 和。 于， 比 
五 1 于: 三 4 天 好 。 我 们 得 出 下 面 的 结论 ， 
定理 8.1 具有 最 小 总 耗 时 间 的 零件 加 工 顺 序 可 以 由 
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Johnson 法 则 得 到 。 
表 8.3 


运用 Johnson 法 则 的 加 工程 序 


§ 8.3 一 条 引 理 


引 理 8.1 ”假定 有 三 个 零件 Xeo、 三 :与 五 :， 分 别 先 在 
机 床 4 上 加 工 ， 然 后 在 机 床 B 上 加 工 ， 所 需 的 加 工时 间 分 别 
为 0、a1、a2z 与 M、b!;1、b;。 人 和 假设。 先 安排 加 工 ， 则 
按 Johnson 法 则 安排 Xi 与 多; 的 加 工 顺序 有 最 小 的 总 耗 时 
间 。 
证 ” 命 加 工 顺序 对 oX1XY2 与 车 o 针 XX 的 总 耗 时 间 分 别 
为 2 与 28。 则 


f = MAX{ MAX{M, ai} +b1, ad+az +b2 


与 g = MAX{ MAX{M, az} 十 五 2， ai 二 二 
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1) 假定 ai 志 MIN{as,， 51，6b2}。 若 MM<al， 则 

f=MAX{al +bi, ai + a3} +b2, g=ay+bi+b2, 
车 a1 Ma， 则 

f=MAX{M +bi1, ai+as} t+b2, g=a+br+b2, 
车 M >a2， 则 
: ! f=g=M+bit+b;, 
因此 ， f <g. 
这 就 是 说 ， 加 工 顺序 六。X 1 的 总 耗 时 间 不 比 加 工 顺 序 X。 
Xz2X1 的 多 。 同 理 ， 车 a < MIN{a1，b1，652}， 则 加 工 顺 
序 了 YoX2X1 的 总 耗 时 间 不 比 革 Oo 针 1 针 s 的 多 。 

2) 假定 bj < MIN{al, az, 5b2}。 车 MM<al， 则 

f=a!+a:+tb;, 

g = MAX{ MAX{M. a2} +b3, ai tas} tb 


着 MM <as， 则 
f=ait+a+b2, g=MAX{a; +b2, ail+as}+bi, 
若 M 关 MAX{fal，a?}， 则 
f=MAX{M +b1, ait+a2}+b,, 
g=MAX{M +6b2, al+az}+bi, 
因此 fg 
这 就 是 说 ， 加 工 顺序 XoX az 瑟 :的 总 耗 时 间 不 比 研 天 ;的 
多 。 同 理 ， 若 b; < MIN{a1，a2，b1}， 则 加 工 顺序 瑟 o 区 天， 
的 总 耗 时 间 不 比 XoXazXi 的 多 。 引 理 证 完 。 口 
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8$ 8.4 定理 8.1 的 证 明 


当 n= 2 时， 则 增加 一 个 虚拟 零件 对 。， 安 排 最 先 加 
工 ， 其 加 工时 间 为 0、M。 若 取 M = 0， 则 由 引 理 8.1 即 得 定 
理 。 假 定 n > 3， 若 零件 个 数 不 超 过 n 一 1 时， 定理 成 立 。 对 
于 个 零件 Xi ，…， 天， 的 任意 加 工 顺 序 as， 只 要 证 明 存 在 服 
从 Johnson 法 则 的 一 个 加 工 顺序 ， 其 总 耗 时 间 不 超过 e 的 总 耗 
时 间 即 可 。 

不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 o 的 次 序 是 针 ;,，…，XY,。 首 
先 ， 我 们 用 Johnson 法 则 来 安排 前 n 一 1 个 零件 针 :，…， 
天 -1 的 加 工 次 序 ， 得 到 闭 ;… 针 ; _，. 则 由 归纳 法 可 知 姜 ， 和 … 
天 ,的 总 耗 时 间 不 比 ec 的 多 。 

命 2N 为 加 工 顺序 所 …X; ,的 总 耗 时 间 。 

命 M=N-an ——a,,. 

又 命 虚 拟 零 件 Yo。 的 加 工时 间 为 0、M。 按 Johnson 法 则 安 
排球 ， 与 下。 的 加 工 顺序 得 天， ,  - 则 由 引 理 8.1 可 知 
和 oj _, XY)， 的 总 耗 时 间 不 比 开 天 王 。 的 多 。 也 就 是 
说 ，X i … 革 ,了 j,.1 Yj， 的 总 耗 时 间 不 比 钱 :… 针 ;XX, 的 
多 ， 从 而 不 比 o 的 总 耗 时 间 多 。 按 照 fohnson 法 则 安排 零件 
Yi， ， 革 i,_，， 邯 j,_， 的 加 工 顺 序 ， 得 Yt, …X,_, . 则 由 
归纳 法 可 知 针 i 天 ,天 的 总 耗 时 间 不 比 世人 
革 i_， 计 j,_; Yj, 的 多 ， 从 而 也 不 比 o 的 总 耗 时 间 多 。 由 于 加 工 
顺序 Y:,…X,_, XY;， 是 符合 Johnson 法 则 的 ， 定 理 证 完 。 口 


附 记 个 零件 在 机 床 4 上 总 是 连续 加 工 的 ， 但 是 在 机 
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床上 常 有 很 多 间 队 时间。 命 2N 为 一 个 加 工 顺序 的 总 耗 时 
间 。 命 M 二 N 一 交 b,， 则 车 第 一 个 零件 在 B 上 的 开始 时 间 定 - 


义 为 1 = M， 诸 零件 在 B 上 的 加 工 也 是 连续 进行 的 。 因 此 ， 
在 时 间 := MM 之 前 ， 机 床上 可 以 安排 一 些 其 它 工 作 . 
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第 九 章 ”运输 问题 (图 上 作业 法 ) 


39.1 引言 


1958 年 ， 我 们 开始 在 我 国 的 工业 部 门 普及 数学 方法 的 工 
作 。 他 们 向 我 们 提出 的 第 一 个 问题 就 是 下 面 的 运输 问题 . 假定 
我 们 希望 作出 一 个 关于 同一 种 物资 的 运输 计划 ， 例 如 在 铁路 上 
运输 小 麦 的 计划 。 假 定 有 rm 个 产地 41，A42，-…，A，， 各 
产 a1，az，…，am (比如 以 吨 为 单位 ) ,1 个 销 
地 Bl，B，,，…，Bs， 各 需 b1，b2，…，b。( 吨 ) ， 各 产地 
的 产量 总 和 与 各 销 地 的 销量 总 和 假定 相等 ， 即 


i=1 j= . 
假定 4, 与 B) 之 间 的 距离 为 cy (公里) ，4 , 运往 8B; 的 物资 
为 xy( 吨 )。 则 总 运 价 (以 吨 一 公里 为 单位 ) 作为 运输 物资 的 
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矢量 元 的 函数 为 
JR = Devxo,. 


i=1lj=1 


假设 诸 a;:、b)、cs 与 xy 都 取 整 数 。 我 们 的 问题 是 如 何 选 
取 xy (1 <i<m，1<j<n) ， 使 /59 达到 极 小 ? 

附 记 并 表示 由 4 运 一时 物 和 到 B) 所 需 的 运费 (以 
人 民 币 “元 ”为 单位 )， 则 / (x) 就 表示 以 元 为 单位 的 总 运 
价 。 

这 是 熟知 的 线性 规划 中 的 Hitchcock 与 Kantorowitch 运 
输 问 题 ， 而 且 可 以 用 下 一 章 中 将 讨论 的 单纯 形 方法 求解 。 我 
国运 输 部 门 负 责 制 订 铁 路 粮食 调运 计划 的 工作 人 员 ， 根 据 他 
们 多 年 的 工作 经 验 ， 独 立地 提出 了 上 述 问 题 ， 并 给 出 了 一 个 
借助 于 一 张 地 图 求解 这 个 问题 的 方法 。 现在 我 们 举 一 个 例子 
来 说 明 他 们 的 方法 。 
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”假定 有 四 个 产地 41、42、43、44， 各 产 20、20、60、 
100 吨 ， 有 五 个 销 地 Bl1!、B;，、B;3、B+、B;， 各 需 
50、30、30、70、20 吨 。 产 地 与 销 地 的 地 理 位 置 画 在 图 9.1 
上 。 产 地 用 符号 0] 表示 ， 销 地 用 符号 [xj 表示 。 产 地 与 销 地 旁 
边 的 数字 分 别 表 示 产 量 与 销量 .在 两 个 城镇 连 线 旁 边 的 数字 


是 它们 之 间 的 距离 。 
对 于 象 表 9.1 那样 任意 给 出 的 运输 分 配方 案 ， 可 以 画 一 张 
地 图 来 表示 它 。 假 定 有 m 吨 m 
物资 由 4 运往 B， 则 沿 秦 示 ”区 一 一 一 一 一 9] 
铁路 的 由 4 到 B 的 线段 旁 画 吾 4 
一 箭头 矢量 ， 将 流量 m 写 在 图 9.2 
表 9.1 | 


运输 分 配方 案 


箭头 矢量 旁边 ， 如 图 9.2。 如 果 沿 一 条 线段 在 相同 的 方向 多 于 
一 根 箭头 矢量 ， 则 只 要 画 一 根 科 头 矢量 ， 将 物资 的 总 流量 标 
上 ， 如 图 9.3 所 示 。 当 所 有 的 线段 都 照 此 做 了 以 后 ， 得 到 的 对 
应 于 运输 分 配方 案 的 总 成 的 地 图 ， 称 为 运输 分 配方 案 的 流向 
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图 例如， 图 9.4 即 表 9.1 所 给 出 的 运输 分 配方 案 的 流向 图 ， 
显然 ， 有 相同 流向 图 的 运输 分 配方 案 所 需 的 运 价 / (Xx) 是 相 


等 的 。 
， a - 
一 mm 从 n+ Lo 

! 一 一 a 
< 四 芭 [9) 区 了 DD ol 

B B A’ A 五 B A’ A 

m 1 n 
9.3 


图 9.4 
如 果 在 一 线段 上 出 现 相 反方 向 的 两 个 箭头 矢量 ， 则 称 为 


对 流 矢量 。 例 如 ， 图 9.4 中 的 B18B; 与 44B4 有 对 流 矢量 。 若 
一 张 流向 图 上 有 对 流 矢 量 ， 则 它 对 应 的 运输 分 配方 案 必定 不 是 
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最 优 的 。 在 这 种 情况 下 ， 设 法 将 流向 图 中 的 对 流 去 掉 ， 即 可 得 


* 9.5 

到 更 好 的 运输 分 配方 案 。 例 如 ， 将 图 9.4 变 为 图 9.5， 图 9.5 对 

应 的 运输 分 配方 案由 表 9,2 给 出 。 由 表 9,1 与 表 9.2 给 出 的 运 
表 92 

没有 对 流 的 运输 分 配方 案 


输 分 配方 案 的 运费 之 差 ， 等 于 图 9.4 中 有 对 流 的 线段 上 浪费 的 
运 价 之 和 ， 即 
2(135 x 20+35x 20)= 6800 ( 吨 一 公里 )。 四 
在 流向 图 中 自己 不 相交 的 闭路 称 为 一 个 圈 。 例 各 ， 
B1B;4，B;A3BsB'! 即 为 图 9.1 中 的 一 个 圈 。 现 在 我 们 来 考 
虑 没有 对 流 的 一 个 圈 C，C 上 沿 赣 时 针 方 向 的 箭头 矢量 ， 称 
为 正 向 箭头 矢量 ， 而 顺 时 针 方向 的 箭头 矢量 叫做 负 向 箭头 矢 
量 。 正 向 箭头 矢量 位 于 轩 之 外 ， 而 负 向 贡 头 矢量 则 位 于 圈 之 
内 。C 的 总 长 记 为 K(C)，C 上 正 向 箭头 矢量 的 总 长 记 为 
1+(C) ， 负 商 箭头 矢量 的 总 长 记 为 7-(C) 。 若 不 等 式 


1*(OJ< 了 MO) 与 1-(C) <3 UC) 


中 有 一 个 不 满足 ， 则 圈 叫 做 非 正则 的 ， 可 以 证 明 ， 若 流向 图 
中 出 现 非 正则 图 ， 则 它 所 对 应 的 运输 分 配方 案 必定 不 是 最 优 
的 .在 这 种 情况 下 ， 需 将 流向 图 中 非 正则 圈 去 掉 ， 以 得 到 更 
好 的 运输 分 配方 案 。 例 如 图 9.5 的 流向 图 中 有 一 个 长 度 为 769 
公里 的 圈 B1824，B;3.43848B8!:，、 其 中 人 负 向 第 头 矢量 的 总 长 
为 402 公里 ,超过 了 图 长 之 半 ， 所 以 ， 这 是 一 个 非 正则 圈 。 这 
时 流向 图 应 加 以 改变 ， 使 非 正则 圈 不 再 出 现 。 例 如 ， 延 长 
图 9.5 中 的 正 向 箭头 矢量 ， 缩 短 它 的 负 向 箭头 矢量 ， 使 图 9.5 
改变 为 图 9.6。 图 9.6 所 对 应 的 运输 分 配方 案 如 表 9.3 所 示 。 
表 9.2 与 表 9.3 给 出 的 运输 分 配方 案 的 运 价 之 差 ， 等 于 图 9.5 
中 非 正 则 圈 上 浪费 的 运 价 ， 即 

10(131+181+90)-~10(124+108+135)=350( 吨 一 公里 )。 

我 们 有 下 面 关 于 最 优 运 输 分 配方 案 ， 即 具有 最 少 运 价 方案 
的 判别 法 则 。 
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定理 9.1 ”一 个 运输 分 配方 案 是 最 优 方 案 的 充分 上 且 必 要 条 
件 是 它 的 流向 图 中 没有 对 流 矢量 与 非 正则 圈 。 
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这 是 从 50 年 代 以 来 ， 在 我 国运 输 部 门 中 常用 的 方法 ， 他 
们 称 之 为 运输 问题 的 “图 上 作业 法 ”。 他 们 要 求 我 们 给 他 们 的 
法 则 一 个 数学 证 明 。 万 哲 先 及 桂 湘 云 与 许 国志 独立 地 给 出 了 
证 明 ‘9 。 当 流向 图 上 产地 、 销 地 或 图 的 个 数 较 多 时 ， 这 个 方 
法 显然 不 方便 、 在 这 种 情况 下 ， 用 熟知 的 单纯 形 方法 更 为 方 
便 ， 特 别 是 单纯 形 方法 比较 容易 编 成 计算 机 程序 。 所 以 ， 
在 1958 年 ， 我 们 也 向 他 们 介绍 了 单纯 形 方法 ， 

附 记 1) 地 图 上 的 支 
线 可 以 用 下面 的 方法 去 掉 。. 
把 支线 上 的 产量 与 销量 相抵 
后 集中 于 支线 与 圈 的 交点 
处 ， 例 如 ， 在 图 9.1 中 ， 支 
线 B1444B; 可 以 取消 ， 而 将 
B4 变 成 有 净 产 量 为 10 吨 的 
产地 ; 支线 4181 也 可 以 取 
消 ， 而 将 Bl 变 成 净 销 量 为 
30 吨 的 销 地 。 于 是 ， 我 们 


得 到 一 张 没有 支线 的 地 图 汪汪 图 9.7 
(网 图 9.7)。 

2) 管 梅 谷 与 李 志 杰 都 证 明 过 ， 在 某 种 情况 下 ， 定理 9.1 
中 需 验 证 的 图 的 个 数 可 以 减少 . 


3 9.2 一 个 轿 


显然 ， 最 优 运输 分 配方 案 所 对 应 的 流向 图 是 没有 对 流 矢量 
的 ， 因 此 ， 我 们 仅 考虑 没有 对 流 的 流向 图 . 我 们 还 假定 流向 图 
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仅 由 若干 个 圈 构 成 ， 即 没有 支线 。 若 流向 图 中 不 含有 非 正则 
圈 ， 则 称 为 正则 流向 图 ， 反 之 称 为 非 正则 流向 图 。， 

本 节 ， 我 们 仅 考 虑 流向 图 是 由 一 个 圈 构 成 的 情况 。 为 简单 
计 ， 我 们 假定 每 一 销 点 的 销量 为 1 吨 。 事 实 上 ， 若 一 销 点 的 销 
量 为 m 吨 ， 则 我 们 可 以 设想 将 这 一 销 点 变 为 m 个 销 点 ， 它 们 
都 位 于 原来 的 销 点 处 ， 其 中 任意 两 销 点 间 的 距离 均 为 零 ， 每 个 
销 点 的 销量 都 是 1 吨 。 

定理 9.1 的 证 有 明 (一 个 圈 的 情形 ) 

1) 假定 有 一 个 由 一 个 非 正则 流向 图 C 构成 的 运输 分 配方 
案 。 不 失 一 般 性 ， 假 定 


1+(C) >31O). (9.1 


我 们 可 以 天 一 个 新 流向 图 C/，C*' 与 C 的 差别 在 于 C 中 每 一 
个 正 向 箭头 矢量 的 最 大 路 程 的 终点 的 指向 ， 现 在 由 C' 中 的 负 
向 箭头 矢量 来 代替 ， 同 时 ， 如 同 在 C 中 那样 ， 在 C' 中 其 它 的 
销 地 将 用 相同 的 产地 来 代替 。 亦 即 C 中 沿 有 正 向 箭头 矢量 的 
线段 的 流量 减少 1 的 同时 ，C 中 沿 有 负 向 箭头 矢量 的 线段 的 
流量 将 增加 1， 而 C 中 流量 零 的 线 航 ， 现 在 将 为 负 向 流量 1。 
这 种 由 C 至 C’ 的 变化 过 程 称 为 正 向 箭头 矢量 缩 回 一 站 ， 或 简 
称 为 流向 图 迭代 。 按 C 的 正 向 箭头 矢量 将 1 吨 物 资 运 至 每 一 
最 大 路 程 的 终点 的 运 价 等 于 C 中 的 1+(C)， 而 在 C' 中 销 往 相 
同 销 地 的 运 价 等 于 AC) 一 1+(C)。 由 (9.1) 式 可 知 


1+(C) >3AC) >AO) 1+(C). 


因此 ， 流 向 图 C" 对 应 的 运输 分 配方 案 比 C 对 应 的 分 配方 案 
好 。 这 证 明了 非 正则 图 对 应 的 运输 分 配方 案 一 定 不 是 最 优 
的 。 因 为 一 共 只 有 有 限 多 个 有 关 的 流向 图 (没有 必要 去 考虑 
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所 有 线段 都 具有 正 向 箭头 矢量 的 流向 图 ) ， 所 以 ， 正 则 流向 
图 一 定 是 存在 的 。 1 
2) 其 次 ， 我 们 将 证 明 具 有 正则 流向 图 的 运输 分 配方 案 都 
是 最 优 的 ， 即 它们 有 同样 的 运 价 。 注 意 ， 一 旦 各 线段 上 的 流 
量 已 知 ， 则 流向 图 就 完全 被 确定 。 现 在 我 们 将 所 有 的 流向 图 
按 次 序 安 排 为 
C1, Ci， CHI， Cn， 
其 中 C1 是 没有 负 向 箭头 矢量 的 流向 图 ，C, 是 没有 诗 向 箭头 
矢量 的 流向 图 ， 当 1 < i< n 一 1 时， 每 一 个 Ci+i 都 是 由 Ci 
的 正 向 第 头 矢量 缩 回 一 站 得 来 的 。 注 意 ， 所 有 的 正则 流向 图 
都 包括 在 这 个 流向 图 的 序列 中 。 命 C, 为 具有 最 小 下 标的 正则 
流向 图 ，C, 为 具有 最 大 下 标的 正则 流向 图 。 则 所 有 正则 流向 
图 为 C,，Cs+1。…、C,。 车 s = t， 则 仅 有 一 个 正则 流 疝 
图 ， 所 以 定理 成 立 。 现 在 假定 s <:， 只 变 证 明 任 意 两 个 相 邻 
流向 图 Cx 与 Cr+ (和 < 和 ti) 有 相同 的 运 价 即 可 。 在 Cx+i 
中 具有 负 向 稍 头 矢量 的 线段 ， 正 是 Cx 中 不 具有 芷 向 箭头 矢量 - 
的 线段 ， 于 是 
I (Citi)= (OC) —1+(C). 


由 于  . 1+ (Ci) <FUC) 
与 (Ce) FRO, 
所 以 ， 六 (CO = 1 (Cer) $AC). 


证 明了 Cx 与 C+! 有 同样 的 运 价 ， 定 理 证 毕 。 口 
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$9.3 ”定理 9.1 的 证 明 


， “ 与 单 图 情况 类 似 ， 只 要 证 明 所 有 的 正则 流向 图 的 运输 分 配 
方案 有 相同 的 运 价 即 可 。 

命 刁 与 素 为 两 个 不 同 的 正则 流向 图 ， 则 显然 它们 对 应 不 
同 的 运输 分 配方 案 。 在 比较 下 与 严 时 ， 我 们 可 以 假定 已 与 尺 
没有 共同 的 第 头 矢 量 。 否 则 ， 我 们 可 以 从 两 个 流向 图 中 ， 用 
两 个 箭头 矢量 中 较 小 的 一 个 减 去 具有 共同 箭头 矢量 的 线段 上 
的 流量 。 我 们 得 到 没有 共同 箭头 矢量 的 流向 图 G 与 G'. 若 G 
与 G“ 对 应 的 运 价 相等 ， 则 与 PF 亦 然 。 为 了 保证 G 与 G 表 
东 的 流向 图 对 应 于 某 些 运 输 问题 ， 我 们 必须 调整 户 与 扬中 具 
有 共同 箭头 矢量 的 线段 终点 处 的 产量 与 销量 。 如 果 一 线段 上 
的 箭头 矢量 减少 5， 假 定 起 点 是 一 个 产地 (或 销 地 )， 则 起 点 
”处 的 产量 ( 或 销量 ) 必 减 少 ( 或 增加 )， 在 终点 处 必须 作 类 似 
的 调整 。 注意 ， 原 先是 产地 ( 或 销 地 ) 的 一 个 终点 ， 现 在 ， 在 
新 运输 问题 中 成 为 销 地 (或 产地 )。 若 一 线段 在 G 中 具有 箭头 
矢量 ， 则 这 线段 在 瑟 中 具有 相同 方向 的 箭头 矢量 ， 于 是 G 
(与 G0 将 是 一 个 正则 流向 图 。 | 

命 NN 表示 户 的 所 有 产地 的 产量 之 和 。 车 NN = 0， 则 定理 
显然 成 立 。 假 定 N > 0 及 对 于 所 有 小 于 的 非 负 整数 ， 定 理 
成 立 。 现 在 来 证 明定 理 对 于 N 亦 成 立 。 让 我 们 从 一 个 产地 4 
出 发 ， 假 定 在 下 中 ， 至 少 有 一 吨 物 资 由 41 运往 销 地 8;， 则 
在 F’ 中 ，B' 所 需 的 至 少 一 吨 物 资 ， 将 由 另 一 产地 4，(42 可 
能 与 41 相同 ， 但 是 经 过 另 一 条 路 径 ) 。 又 在 下 中 ，A4， 供给 
另 一 销 地 8，,。 继 续 这 一 步骤 ， 我 们 得 到 序列 
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A1B1A;…. 
考虑 第 一 个 位 置 ， 它 在 这 个 序列 中 是 循环 的 。 不 失 一 般 性 ， 
我 们 假定 第 一 个 位 置 是 销 地 B;:， 在 B; 第 一 次 与 第 二 次 出 现 
之 间 ， 我 们 得 到 一 条 闭路 Z， 
Z: BiAi+1°*B;-1AjB.;. 

沿 闭路 Z， 物 资 由 丘 按 某 个 方 身 确定 供销 关系 ， 而 由 所， 物 
资 则 按 相反 方向 确定 供销 关系 。 我 们 在 41+1，*…，A4; 上 减少 
一 吨 产量 ， 在 B:，…，Bj,-! 上 减少 一 吨 销量 ， 在 Z (包含 
4;B;) 的 4.B, 段 的 FF 的 箭头 矢量 上 减少 一 吨 , 在 Z 
的 B84,+1 段 的 FF 的 箭头 矢量 上 减少 一 吨 ， 得 到 两 个 新 的 流 
向 图 FF 与 Fi 。 显 然 ， 忆 与 局“ 是 没有 共同 箭头 矢量 的 正则 
流向 图 ， 所 有 产地 的 总 产量 小 于 FF 与 Ff’ 的。 由 引入 的 假 
设 ，FF1 与 Fi 有 相同 的 运 价 。 

Z 可 以 分 解 为 许多 圈 C1，…，Cw， 在 每 一 个 圈 Cr 
上 , 天 的 箭头 矢量 均 有 相同 方向 ， 丈 的 箭头 矢量 均 有 相反 的 
方向 。 因 为 与 F 都 是 正则 的 ， 一 吨 物 资 在 C: 上 按 F 与 疡 


供销 ， 具 有 相同 的 运 价 ， 即 均等 于 /Cx)( 见 § 9.2)。 因 此 ， 
按 F( 或) 的 总 运 价 等 于 Fi( 或 1’) 总 运 价 之 和 ， 
即 广 KZ)。 可 知 严 与 到 有 相同 的 运 价 。 定 理 证 毕 。 口 
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第 十 章 ”运输 问题 (单纯 形 方法 ) 


§ 10.1 引言 


据 我 们 所 知 ， 若 一 张 地 图 上 的 产地 、 销 地 或 图 的 个 数 较 多 
时 ， 则 图 上 作业 法 确实 是 不 方便 的 ， 所 以 在 1958 年 ， 我 们 乃 
将 单纯 形 方法 ( 即 Dantzig 方法 ) 在 我 国运 输 部 门 的 工作 人 员 
中 作 了 介绍 与 普及 。 本 章 ， 我 们 将 按照 越 民 义 、 万 哲 先 与 王 元 
在 1958 年 写 的 讲义 来 介绍 这 个 方法 。 前 面 一 章 所 用 的 记号 在 
这 章 仍 将 沿用 。 现 在 我 们 用 下 面 的 例子 来 阐述 这 个 方法 。 

1) 建立 初始 运输 分 配方 案 (最 小 元 素 法 ) 。 首 先 ， 我 们 
做 一 张 表 ( 表 10.1 即 我 们 的 例子 ) ， 它 包括 所 有 产地 的 产量 
与 所 有 销 地 的 销量 ， 以 及 单位 物资 的 运 价 Cy ， 运 价 的 单位 为 
元 / 吨 。 然 后 ， 在 表 中 找 出 最 小 的 单位 物资 运 价 Cy ， 并 
从 4; 到 B; 以 最 大 的 调配 ， 再 重复 这 一 过 程 ， 直 到 所 有 的 单 
元 都 发 运 完毕 。 由 于 表 10.1 中 的 最 小 数 为 1， 它 位 于 位 
置 (2，1) ， 于 是 中 尽 可 能 由 4， 供应， 因此 ， 在 第 二 张 
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表 ( 它 是 相 容 于 初始 运输 分 配方 案 的 一 张 表 ) 上 ， 将 位 
置 (2，1) 内 填 上 3。 由 于 B81 已 得 到 全 部 供应 ， 所 以 第 二 张 
中 的 位 置 (1，1) 与 (3，1) 应 该 划 去 ， 如 表 10.2 所 示 。 在 


囊 10.1 


1S8 


表 10:1 剩 下 的 空格 中 ， 最 小 数 是 2， 位 于 位 置 (2，3) ， 所 
以 833 尽量 由 42 供应 ， 即 在 表 10.2 的 位 置 (2，3) 内 填 
上 1， 由 于 4; 的 产量 已 经 销 完 ， 故 将 位 置 (2，2) 
与 (2，4) 划 去 ， 得 表 10.3。 继 续 这 个 过 程 ， 我 们 得 到 
表 10.4 给 出 的 初始 运输 分 配方 案 。 


附 记 ”一 般 说 来 ， 当 一 个 产地 与 一 个 销 地 的 供销 关系 确 
定 后 ， 即 划 去 这 个 产地 与 这 个 销 地 。 因 为 假定 总 产量 等 于 总 销 
量 ， 所 以 经 过 n+ m 一 1 次 确立 产销 关系 后 ， 即 得 到 初始 运输 
分 配方 案 。 在 此 要 注意 供销 量 可 以 是 零 


表 10.4 


初始 运输 分 配方 案 
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2) 最 优 运 输 分 配方 案 的 判别 法 〈 判 别 数 方法 ) 。 做 一 张 
新 表 ， 包 含 了 对 应 于 在 初始 运输 分 配方 案 表 中 有 供销 关系 的 位 
置 上 的 运 价 , 这 些 位 置 即 (1，3)、(1，4)、(2，1J、(2，3)、 
(3, 2) 与 (3，4) ( 见 表 10:5) 。 对 每 一 行 与 每 一 列 的 判别 数 的 
选择 ， 要 使 表 10.5 中 的 每 一 个 表 值 都 是 它 对 应 的 行 的 判别 数 
与 对 应 的 列 的 判别 数 之 和 。 例 如 ， 将 0 放 在 B1 所 在 列 的 下 
面 ， 则 4: 所 在 行 的 右 端 必须 放 1， 依 此 类 推 ，B, 下 面 
放 1，41 石 端 放 2, .B84 下面 放 8，A3 右 端 放 一 3，B; 下面 
放 .7. :把 表 10.5 的 每 一 个 空格 内 ， 分 别 填 上 它 所 对 应 的 行 与 列 
的 判别 数 之 和 ， 得 到 表 10.6。 将 各 运 价 Cy ( 见 表 10.1) 分 别 
减 去 表 10.6 中 对 应 的 表 值 ， 得 到 表 10.7。 若 判别 表 中 的 每 一 
个 数 都 是 非 负 的 ， 则 对 应 的 运输 分 配方 案 必 为 一 个 最 优 方案 。 
和 否则， 这 个 方案 应 该 更 换 为 一 个 更 好 的 方案 。 


3) 运输 分 配方 案 的 迭代。 由 于 表 10.7 中 位 置 (2，4) 的 
表 值 是 负 的 ， 表 10.4 给 出 的 对 应 的 运输 分 配方 案 需 换 成 更 好 
的 一 个 。 在 表 10.4 中 ， 我 们 过 (2，4) 画 一 条 闭路 了 Z， 其 边 
均 平行 于 “ 座 标 轴 ”， 而 其 顶点 除了 有 (2，4) 外 ， 均 在 合 
有 表 值 的 位 置 上 ， 即 

Z: (2，4)(1，4)(1，3)(2，3)(2，4)， 如 表 10.8 所 示 。 
从 (2，4) 开始 ，Z 的 其 余 顶 角 标 为 1、2、3 等 。 因 


此 ， 奇 顶 角 为 (1，4) 与 (2，3) ， 而 其 它 项 角 为 偶 顶 角 。 
选择 Z 的 奇 顶 角 的 表 值 的 最 小 数 ;- 即 位 置 (2，3) 中 的 1。 
新 的 运输 分 配方 案 将 在 (2，3) 处 为 一 空格 。 奇 顶点 的 表 值 
都 减 去 1， 而 偶 顶 点 的 表 值 都 增加 1。 得 到 一 个 新 的 运输 分 配 
方案 ， 如 表 10.9 所 未。 这 个 分 配方 案 比 初始 分 配方 案 节 省 的 
运 价 等 于 本 
(4x3+1x2+3x1l0)--(5x3+2xl0+1x8) 
=1 (元) . 
表 10.10 给 出 了 对 应 于 表 10.9 的 判别 表 。 因 为 表 10.10 中 每 个 
表 值 都 是 非 负 的 ， 故 由 表 10.9 给 出 的 运输 分 配方 案 是 最 优 
的 。 
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附 记 1) 任何 具有 m +n 一 1 个 供销 关系 的 运输 分 配方 
案 ， 其 对 应 的 流向 图 中 又 无 对 流 ， 即 可 以 作 单纯 形 方法 的 初 
始 运输 分 配方 案 。 在 实际 应 用 中 ，Cv 只 要 取 少 数 几 位 有 效 数 
字 即 可 。 

2) 田 克 俊 与 徐 中 玲 给 上 述 方法 编 了 一 个 电子 计算 机 程 
序 。 
”在 以 下 诸 节 中 ， 我 们 将 给 上 述 判别 法 一 个 严格 的 数学 证 
明 。 
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$ 10.2 ”消去 变数 与 允许 解 


命 Cy (II 和 ii 过 iT 和 JJ 和) ，a (1g<ig<m)y 


与 5b，(1 <<j<n) 为 正 数 ， 且 满足 
Da = Db (lo.) 
问题 ， 导 找 一 组 数 *，，1 < i < 和 m，1 <j < 4 使 目标 函数 
F(X) = > y Cux, (10.2) 


i=11=1 


达到 极 小 ， 甚 中 xy 满足 下 面 的 约束 条 件 


Dxy=a, 1&igm, 
j=1 


m 


Dxy=b), 1<j<n (10.3) 


了 一 


与 xXy0, 1 <&igm, lgj<n. (10.4) 

(10.3) 式 中 共有 mn 个 变数 ， 容 易 证 明 共 有 m+n 一 1 
个 方程 是 线性 独立 的 。 因此， 在 (10.3) 式 中 有 m+n 一 1 个 
未 知 数 y71，…，Dmrn-1， 可 以 唯一 地 用 其 余 未 知 
数 xl1， 7 Xm-mn+1 表示 如 下 : 


Dr 一 有 十 》 ex ll<i<mi+n—l. (10.5) 


j=1 


未 知 数 y1， “3 mtn-l 称 为 消去 变数 ， 而 xl， 
Xm-m-a+l 称 为 留 下 变数 。 车 


大 之 0，1 系 入 jp 十 天 一 上， 
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则 和 y1，…，y m+n- 由 称 为 一 组 正 消去 变数 ， 因 此 ， 
yi=ki, 1 入 1 入 Mi 十 天 一 1， 
Xi = 0， 1<jg<mn—m—n+t+l 
为 一 个 适合 于 (10.3) 式 与 (10.4) 式 的 解 ， 它 称 为 一 个 允许 
解 . 若 正 在世 达 到 极 小 ， 则 允许 解 亏 称 为 最 优 解 。 
事实 上 ， 最 小 元 素 法 可 以 用 来 寻求 一 组 正 消 去 变数 。 考 
虑 (m +l x+1l) 和 矩阵 


CA 
D= ， 
B 0 
其 中 C= [ey) 1 7 用 1 和 站 1， 
A= [Cai…ean]7 及 B= Chp1*pb,) : 
命 ci = MINcy。 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 Cn < bj,. 则 
C 
Xioo 一 0 Xi TXij0-1l Xijotl™T TT Xin. 


其 次 ， 考虑 m x (n+ 1) 矩阵 
| 
Di= > 
B! 0 . 
此 处 Ci 与 41 分 别 由 C 与 4 中 去 掉 第 io 行 得 出 ，Bi 为 将 B 


的 第 jo 个 表 值 5;， 换 成 bj 一 di, 得 出 。 
命 C = MINc,. 假定 5;， <a 。 则 当 站 冯 jo 时 ， 


Xi = bj AXA XL Xt Xn, 
而 当 j; = jo 时 ， 
Xan bj A XV 一 人 一 
Xa-bjo Xi Xm TXilt 
二 Xiojo -1 十 Xiojo+1 十 … 十 Xion。 


然后 ， 再 考虑 m x mn 矩阵 
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其 中 C， 与 ; 分别 由 C1 与 B; 中 去 掉 第 ji 列 得 出 ，4， 为 
将 41 的 表 值 a;， 换 成 a; 一 b;， 而 得 出 。 继 续 这 一 过 程 ， 并 
注意 (10.1) 式 ， 我 们 得 到 一 组 含有 着 二 一 工 个 未 知 数 的 集 
合 ， 它 们 均 可 以 由 留 下 变数 表 出 ， 其 常数 项 为 非 负 的 ， 即 我 
们 得 出 一 组 正 消去 变数 。 . 


§ 10.3 判别 数 


命 天 = [xy] 1sism 1<j<n. 了 《中 一 条 闭 折线 ， 其 边 平行 
于 “ 座 标 轴 ” (在 水 平 与 垂直 间 交 替 ) ， 其 顶点 位 于 某 些 
xy， 半 的 每 一 行 与 每 一 列 至 多 只 包含 一 条 边 ， 称 为 的 一 条 
闭路 。 例 如 xz1x wxX13xi2xxzxaxa 即 为 一 条 闭路 。 

定理 10.1 针 的 m+n 一 1 个 元 素 y; (1<i<m+n 
一 1) 的 一 个 集合 Y， 构 成 一 个 消去 变数 组 的 充分 必要 条 件 为 
不 存在 一 条 其 顶点 属于 了 的 的 闭路 .. 

证 1) 假定 了 = {1: 1<ig<m+t+n 一 1 为 一 组 消去 变 
数 ， 并 存在 一 条 其 顶点 在 了 内， 例如 yiy2…ywy1， 的 针 的 
闭路 。 假 定 这 些 未 知 数 用 留 下 变数 表示 的 表达 式 为 


min—m—nt+l 


pi=ki+ YY eyx), 1<i<2. 


i=1 


则 它们 可 以 换 成 


mn—m—ntl 


pi=kit+ DY evxijt+(— lix, 1 <ig2r. 


i=] 
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这 就 是 说 ， 消 去 变数 ?1 ，…，7ym+n-i 的 表达 式 不 是 唯一 的 ， 
此 为 矛盾 。 因此， 不 存在 其 顶点 属于 了 的 X 的 一 条 闭路 ， 

2) 假定 不 存在 其 顶点 属于 了 = fi 1<igsm+n 一 1} 

的 的 一 条 闭路 。 现 在 证 明了 是 一 组 消去 变量 。 着 贸 有 一 
行 (或 一 列 ) 仅 有 一 个 元 素 属于 Y， 则 这 个 元 素 的 表达 式 可 
以 由 (10.3) 式 的 一 个 方程 求 得 。 例 如 ， 若 并 的 第 一 行 含有 
.这样 一 个 元 素 xy， 则 . 
WU 一 QG1I 一 Xi 一 一 X1j1 一 Xij+l 一 人 一 Xi (10.6) 
具有 这 个 性 质 的 了 的 元 素 的 集合 记 为 Yi 。 若 雹 的 一 行 (或 
一 列 ) 中 除 一 个 元 素 外 ， 了 的 其 余 元 素 都 属于 了 ， 则 这 个 除 
外 的 元 素 的 表达 式 ， 可 以 借助 于 (10.3) 的 一 个 方程 及 某 些 
了 Y1 的 元 素 的 表达 式 求 出 。 例 如 ， 车 了 的 第 一 行 有 这 样 一 个 
例外 的 元 素 xv， 则 xy 的 表达 式 可 以 由 (10.6) 式 中 将 其 右 
端 属 于 Yl 的 表达 式 代 和 (10.6) 式 而 得 到 。 具 有 上 述 性 质 
的 了 的 元 素 记 为 YY,，。 继 续 这 一 过 程 ， 若 了 的 所 有 元 素 的 表 
达 式 均 已 得 到 ， 则 命题 已 成 立 。 事 实 上 ， 由 于 了 的 元 素 的 表 
达 式 是 用 (10.3) 式 中 以 十 n 一 1 个 方程 得 到 和 的， 所 以 它们 是 
众 一 的 。 因 此 ，Y 是 一 组 消去 变数 。 

若 有 ys e 了 Y， 它 的 表达 式 不 能 由 上 述 方法 得 到 ， 则 显然 
在 y;， 所 在 行 中 还 能 找 出 具有 同样 性 质 的 了 的 另 一 个 元 素 
yw。 。 同 理 ， 在 y*， 所 在 的 同一 列 中 ， 还 能 找到 具有 同样 性 质 
的 了 的 一 个 元 素 y,, 。 把 这 个 列 同 了 ,。 连 系 起 来 。 继 续 这 个 
过 程 ， 我 们 得 到 这 些 行 与 列 的 有 关 人 贯 y, ，y,,，y,,，…。 由 
于 仅 有 m 十 nn 个 行 与 列 ， 所 以 第 一 个 > 相关 的 行 或 列 ， 即 前 
面 的 》。 。 我 们 得 到 其 顶点 属于 了 的 一 条 闭路 

. ys Vs sy ys 
此 为 市 盾 ， 定 理 证 完 。 口 
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命 了 为 由 著 的 m+n 一 1 个 元 素 的 一 个 集合 。 考 虑 方程 
组 . 
ci+dj;= cy, (10.7) 
此 处 xyeY 了 。 方 程 组 共有 m 十 n 一 1 个 方程 ，m 十 n 个 未 知 
数 。 任 给 一 个 ci, (或 dj;, )， 若 (10.7) 式 有 唯一 的 解 ， 则 称 
有 判别 数 ， 
引 理 10.1 - 假定 在 座 标 平 面 上 有 r 个 格子 点 ， 不 存在 以 
其 中 某 些 格子 点 为 顶点 的 闭路 。 过 每 一 格子 点 ， 分 别 作 两 条 
直线 平行 于 x 一 轴 与 ?一 轴 。 则 至 少 可 作 ” 十 1 条 不 同 的 直 
线 . 
证 若 r= 1， 则 我 们 可 作 两 条 直线 ， 故 引 理 成 立 。 假 定 
引 理 对 于 r= 成立， 此 处 k 之 1。 我 们 现在 来 证 明 引 理 对 于 
二 十 1 亦 成 立 。 假 定 最 多 只 有 上 十 1 条 不 同 的 直线 过 这 大 十 1 
个 格子 点 。 则 必 存 在 一 条 直线 ， 它 仅 过 这 些 格子 点 中 的 一 
个 ， 否 则 就 会 存在 以 某 些 这 种 格子 点 为 顶点 的 一 条 闭路 ， 这 
与 假设 了 矛盾。 去掉 这 个 点 与 过 它 的 直线 ， 则 过 剩 下 的 个 点 
最 多 只 有 上 条 直线 。 这 与 归纳 法 假定 相 了 矛盾。 引 理 证 完 。 口 
定理 10.2 Y 有 判别 数 的 充分 必要 条 件 为 中 不 存在 其 
顶点 属于 了 的 一 条 闭路 。 
证 1) 假定 了 有 判别 数 并 在 关中 存在 一 条 其 顶点 属 
于 了 的 闭路 ， 如 
Xivjo Xiojy Xi Xi Xi yjo Xiojo: 
考虑 方程 组 cei, 十 一 cn， 
cn 十 G 一 ch， 
CD td =cenj, - (10.8) 
Ci 十 Go 一 Ci 
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对 应 于 这 些 顶点 。 由 于 
ci td;, =(ci 十 友 ) 一 (ci +dj)+ 
一 (cr +d,)+(c, , +d;,), 
所 以 在 (10.8) 式 中 最 多 只 有 2k 一 1 个 独立 方程 ， 而 (10.7) 
式 中 的 独立 方程 个 数 最 多 为 m 十 n 一 2。 但 (10.7) 式 中 有 m 
二 个 未 知 数 ， 因 此 ， 给 予 c; (或 dj) 之 后 ， 不 可 能 唯一 确 
定 (10.7) 式 中 剩 下 的 变数 。 此 为 了 矛盾， 因此 不 存在 其 大 上 导 
于 了 的 一 条 闭路 。 
2) 假定 不 存在 其 顶点 属于 了 的 一 条 闲 路 。 从 了 的 任意 
”一 点 xi 出 发 ， 则 给 定 cj。 值 ， 可 以 由 方程 
cio tdj, = 一 Caon 
唯一 确定 4d。 。 车 
Xi Xi xin, Xi 
为 了 的 位 于 无 的 第 z 行 与 第 jo 列 上 的 元 素 ， 风 ci (lgs 
和 9) 与 四 (1<1<p) 可 以 瞧 一 地 由 方程 
cn 十 dr =cij, ls<g, 
cn td =ei, ls<tsp 
确定 。 考 二 了 位 于 半 的 第 i, 行 或 第 j, 列 的 元 素 ， 此 处 1<。 
4q，1 < 1<p。 对 应 于 每 一 个 元 素 ， 用 同样 的 方法 可 以 确定 
一 个 ce，( 或 d)) 。 继续 这 一 过 程 ， 若 了 没有 判别 数 ， 则 下 列 
两 种 情况 之 一 必须 出 现 。 
a) 对 于 给 出 ci, 与 xij, EY， 假 定 di， 已 经 由 对 应 于 了 
的 元 素 xu 的 方程 决定 了 。 即 不 再 需要 方程 
ci, + dj, = Ci,. 
于 是 我 们 可 以 找到 用 来 确定 cx 与 dj, 的 xi,j, 与 xi,，， 然 后 
又 可 以 找到 用 来 确定 cw， 与 dj， 的 xi, ， 与 xi,，， 等 等 ， 最 
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后 找到 用 来 确定 Ci 与 dj 的 xi jo 与 xi ° 因此 我 们 得 
到 一 条 其 顶点 属于 了 的 闭路 ， 即 
Kiojo Kio Xi "Xi, Xiojo: 

此 为 记 盾 。 
b) 假定 上 述 步 又 在 某 一 步 终 止 了 ， 即 在 决定 
了 cu ，…，c 与 dj, ，…，4j, 是 判别 数 之 后 ， 已 不 能 再 决 
定 c 与 由 了 . 命 (i, 站 为 xs 的 座 标 。 则 经 过 XX 的 每 一 
点 ， 我 们 可 以 画 两 条 直线 分 别 平行 于 x 一 轴 与 一 轴 ， 贝 引 
理 10.1 可 知 ， 通 过 了 中 用 来 决定 cl ，…,， ci,，dj,， 
dj 的 点 至 少 可 作 大 十 ! 十 2 条 不 同 的 直线 ， 对 于 通过 了 剩 下 
的 点 ， 至 少 可 作 m 二 n 一 一 1 一 1 条 不 同 的 直线 。 因 为 上 述 
步骤 已 中 断 ， 所 以 这 两 组 直线 是 互 不 相同 的 。 故 通过 了 所 有 
的 点 至 少 有 m 十 n + 1 条 不 同 的 直线 。 但 通过 所 有 的 点 仪 
有 严 十 二条 直线 ， 此 为 了 矛盾。 定理 证 完 。 口 

由 定理 10.1 与 10.2， 立 即 得 出 : 

定理 10.3 了 为 一 组 消去 变数 的 充分 必要 条 件 为 Y 有 判 
别 数 。 


$ 10.4 一 个 最 优 解 的 判别 法 


命 y1， ,3 mtn—l 为 一 组 正 消去 变数 ， 其 表达 式 
为 (10.5) 式 。 将 (10.5) 式 代 入 (10.2) 式 得 


ma—m—ant+!l 
F(X)=M+ >》 AjXj. 


j=1 


无 向量 hi 称 为 Xi 对 应 于 消去 变数 y1， + 一 1 的 特征 
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数 . 

定理 10.4 若 和 >0 (1<j<mn 一 m 一 n 十 1) ， 则 允 
许 解 即 为 最 优 解 。 

证 对 于 允许 解 

Xo: yi=ki(l<ig<m+n—1), 

x;=0 (1gjsmn—m—nt1) ， 
我 们 有 F (Xo) =M. 
另 一 方面 ,由 和 关 0 与 xj >0 (<j<mn 一 mm 一 n 十 1) 
可 知 
F (x) >M, 

所 以 ，xo 是 一 个 最 优 解 。 定 理 证 完 。 口 


$ 10.5 特征 数 


命 了 为 一 组 消去 变数 。 

引 理 10.2 ”在 XX 中 ， 对 任何 留 下 变数 x;; ， 皆 存在 通 
过 xiu。 的 唯一 的 闲 路 ， 其 余下 的 顶点 都 是 消去 变数 . 

证 1) 把 第 io 行 和 变数 xi 连 系 起 来 。 考 虑 方程 - 


n 
Dxior 二 Cn， 
:=1 


将 消去 变数 的 表达 式 (10.5) 代入 (10.3) 式 的 任何 方程 ， 我 
们 总 能 得 到 所 有 的 项 均 为 零 的 一 个 表达 式 ， 所 以 在 xi1， 

Xi -1 Xion +1， “…， Xn 中， 至 少 有 一 个 消去 变数 ， 比 如 
说 xiw, ， 其 表达 式 (10.5) 中 x;j。 有 非 零 系数 ， 把 第 ji 列 和 
变数 xy， 连 系 起 来 。 再 考虑 方程 
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Dx = Db), : 

用 同样 的 论证 ， 在 x ， Xi Xioty)’ Xm 
中 ， 必 定 有 另 一 个 消去 变数 ， 比 如 说 xn ， 其 表达 
式 (10.5) 中 -Xi0jo 有 非 零 系数 。 把 第 i 行 与 变数 Xi 连 系 
起 来 。 继 续 这 一 过 程 ， 我 们 得 到 与 其 行 或 列 相连 系 的 消去 变 
数 (xi 除外) 贯 - 

Xiojos Xiojr’ Xijy» Xij,”” 0 oy 
由 于 总 共 只 有 m 十 n 一 1 个 消去 变数 ， 所 以 ， 在 这 个 贯 中 将 浓 
第 一 个 消去 变数 ， 比 如 说 xm ， 将 出 现下 述 两 种 情况 之 一 。， 

a) 消去 变数 xwe 有 相伴 的 列 jo (事实 上 上 ， 像 这 样 的 .xm 
对 某 些 s 即 xm ) 。 那 么 ， 我 们 有 其 顶点 除 Xi 外 是 消去 
变数 的 闭路 

Xo Xion Xi Xi - (0. 10) 

b) 与 xpq 相连 系 的 行 或 列 ， 已 经 与 此 贯 中 前 面 的 元 罕 相 
连 系 。 比 如 说 xj。 = xij, ， 有 相伴 的 行 i,， 而 第 i, 行 已 经 
与 xij, 相连 系 ， 此 处 1<s。 我 们 有 其 顶点 都 是 消去 变数 的 册 
路 

Ki Xi 
这 与 定理 10.1 相 耶 盾 ， 所 以 ， 我 们 必定 有 情况 a) ， 

2) 假定 过 xij。 有 两 条 不 同 的 闭路 Z 与 Z,， 它 们 的 其 它 
顶点 都 是 消去 变数 。 我 们 将 表明 ， 过 对 应 于 Z 与 Zi 预 点 的 
梯子 点 作 水 平 线 与 垂直 线 ， 有 多 少 线 至 少 就 有 多 少 格子 点 
由 引 理 10.1 看 来 ， 存 在 一 条 其 顶点 为 ZUJZ, 中 ， 也 在 了 中 
的 消去 变数 的 队 路 。 这 与 (定理 10.1) 了 是 一 组 消去 变数 的 
事实 相 矛 盾 。 
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假定 除 xi,j。 外 ，Z 包含 + 个 消去 变数 。 由 于 过 对 应 于 Z 
. 中 的 顶点 的 + 十 1 个 格子 点 ，Z 是 一 条 正好 有 + + 1 条 水 平 与 
甜 直线 的 闭路 ， 因 此 ， 过 对 应 于 Z 中 顶点 都 是 消去 变数 的 ~ 
个 格子 点 ， 正 好 有 + 十 1 条 水 平 与 垂直 线 。 用 此 作为 一 个 起 
点 ， 我 们 可 以 构成 所 有 对 应 于 ZUZ1 中 消去 变数 的 格子 点 的 
一 个 集合 ， 这 与 以 在 xij。 后 第 一 个 消去 变数 为 起 点 的 ， 且 由 
. 横 截 于 Z, 的 水 平 线 与 垂直 线 的 对 应 集合 一 样 。 每 次 ， 消 去 变 
数 都 不 是 在 Z 中 相遇 ， 最 多 将 有 一 条 新 的 直线 通过 对 应 以 前 
没有 出 现 过 的 格子 点 。 现在， 观察 到 最 后 的 在 Z, 中 且 不 在 Z 
中 的 顶点 ， 将 不 构成 一 条 新 的 直线 ， 因 此 ， 至 少 有 象 直线 那 
么 多 的 格子 点 。 引 理 证 完 . 口 ， 
中 理 10.3 ” 除 那 些 过 x, 的 闭路 的 顶点 外 ， 任 何 消去 
变数 的 表达 式 (10.5) 中 ， 均 不 出 现 留 下 变数 zj) 。 
证， 假定 引 理 不 成 立 ， 则 存在 一 个 消去 变数 >。， 它 不 是 
上 述 过 %r 的 闭路 的 顶点 ， 而 其 表达 式 (10.5) 中 xj， 的 系 
数 非 零 .与 引 理 10.2 的 证 明 相 类 似 ， 我 们 可 以 证 明 ， 存 在 一 
背 闭 路 Z， 它 以 yo 为 一 个 顶点 ， 而 且 下 述 情形 之 一 出 现 

1) Z 的 所 有 顶点 都 是 消去 变数 。 

2) 除 xij, 外 ，Z 的 所 有 顶点 都 是 消去 变数 . 
. ”情形 1) 与 定理 10.1 相 冯 盾 ， 情 形 2) 与 引 理 10.2 相 矛 
盾 . 引 理 证 完 . | 口 

定理 10.4 ” 命 cl，…，cw 与 di，…，d, 为 消去 变数 
.组 yi y2, “7 ym+n-1) 的 一 组 判别 数 。 则 留 下 变数 xi。 
的 特征 数 4X1。 满足 


hi = 一 Cijo 一 Cio 一 dj . 


证 ”由 引 理 10.2 可 知 ， 存 在 唯一 的 上 述 过 xi。 的 闭 
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路 (10.10) 。 删 去 相关 方程 
Px, =b,, ? 


运用 引 理 10.3， 我 们 得 出 xn 的 表达 式 
十 on 


Xi = Xjo 


将 表达 式 (10.5) 代入 方程 
2xv 一 六， . | 
我 们 得 到 一 个 恒等式 ， 故 赴 引 理 10. 3 可 知 人 


ij, xi + , 
同 理 ， 我 们 可 以 证 明 ， … 的 表达 式 中 ，xiJ。 的 系 * 
数 交替 地 等 于 一 1 与 +1。 因 此 ,将 (10.5) 式 伐 入 (10:3); 
式 ， 我 们 得 到 xy， 的 特征 数 的 表达 式 如 下 : 
‘hin = Ci 一 Ce 十 Ci 一 人 一 Cn 
一 Cn1 一 《ci + dj }+Xer, 十 机 ) 一 全 一 (cu + d,,) 


一 Cojr， 一 Cn 一 地 


定理 证 完 。 i 口 


附 ?a 作为 一 个 系 ， 由 定理 的 证 明 可 以 失明 
式 .0 < 中 的 oy 等 于 0，+1 或 一 1 


车 有 一 个 留 下 变数 ， 比 如 说 x) = xu ， 它 的 特 答 数 思 
= 4iw。<0， 则 正 消去 变数 组 需 依 下 法 加 以 更 换 ， 
命 (10.10) 为 卫 中 过 xiy。 的 唯一 闭路 ， 它 的 预 点 除 x,， 外 
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都 是 消去 变数 。 则 由 引 理 10.3 可 知 ， 在 (10.9) 的 奇 顶点 的 
表达 式 中 ，x i;,j。 的 系数 等 于 一 1， 偶 顶点 等 于 + 1， 即 在 
Xi ，Xij2，““，Xij。 的 表达 式 中 ， xn 的 系数 取 值 一 1， 
而 在 Xi Xi MXF 的 表达 式 中 ， Xiojo 的 系数 取 值 
十 1。 在 其 它 消去 变数 的 表达 式 中 ，x;j， 都 不 出 现 。 不 失 一 般 
性 ， 我 们 假定 在 (10.10) 的 诸 奇 顶点 中 ， 表 达 式 
Xi =Kk— x + (10.11) 
有 最 小 的 常数 项 。 定义 xij,,， 为 一 个 留 下 变数 ， 而 xj， 为 一 
个 消去 要 数 。 其 它 的 消去 变数 都 不 改变 。 则 我 们 有 一 个 新 的 
消 - 去 变数 组 。x uv。 的 表达 式 可 以 直接 由 (10.11) 式 导出 ， 即 
Xi 一 左 一 Xi + (10.12) 
将 (10.12) 式 代 入 (10.5) 式 ， 则 得 其 它 消去 变数 的 表达 
式 。(10.10) 中 的 偶 项 点 的 表达 式 的 常数 项 都 增加 k， 而 奇 顶 
成 的 表达 式 的 常数 项 都 减少 k， 其 它 消去 变数 的 表达 式 都 未 
变 。 因 此 ， 新 的 消去 变数 组 仍 是 一 个 正 消 去 变数 组 .将 它 对 
应 的 允许 解 代入 (10.2) 式 ， 则 Foe 的 值 将 减 4* 下 面 的 数 
—klci, — cen, + ein) = —kY. 
命 2ai 与 分 别 表 示 'a1，…， ao 1 Sbr, “bn 
的 某 些 元 素 的 和 。 
引 理 10.4 ”消去 变数 的 表达 式 的 常数 项 必 为 AR 
—2%,) 。 
证 任 有 消去 变数 组 的 表达 式 均 可 由 〈10.3) 式 的 任 
何 m 十 n 一 1 个 方程 求 得 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 舍 去 方程 


xm 三 dm. 
j=1 


消去 变数 的 表达 式 可 以 由 定理 10.1 证 明 中 所 示 的 步 又 求 , 
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出 。， 的 元 素 的 表达 式 中 的 常数 项 为 a; 或 岂 ，y。 的 元 素 的 
表达 式 中 的 常数 项 为 
一 bj 或 bj 一 了 /ai, 

等 等 。 引 理 证 完 。 - 口 

若 所 有 的 /a, 一 站/b) 项 均 不 等 于 零 ， 则 经 过 一 次 迭代 
后 ，F(z) 将 减少 一 个 正 数 

in Oa ~ EP. 

由 于 允许 解 的 个 数 最 多 只 有 Cg 。，;， 而 每 经 一 次 迭代 
后 ，F(x) 的 值 都 是 严格 下 降 的。 因此 ， 经 有 限 多 次 选 代 ， 我 
们 总 能 获得 最 优 解 。 

车 有 a; 一 YA 一 项 等 于 零 ， 则 问题 称 为 退化 ， 可 以 用 


下 面 的 摄 动 法 来 求解 。 命 
MIN 


pe Ee ol Da, — 3bi= (n+ 1)6. 
命 bj=bj;+6, 1<j<n, 
ai=ai, 1&igm—1 及 a =an+n6. 
则 ya = vp; | 
: be 
及 2ai — 7b = Va; — (b+ 6) 


= a; — 2 bj — kd#¥0, 、 
此 处 0 乏 大 一 产 十 1. 
-考虑 新 的 问题 : 求 xy，1 <ig<m, 1<j<n, 
使 


G(X) = > yoox, (10.13) 


达到 极 小 ， 此 处 诸 xy 满足 
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n 四 
Dxy=ai, li<m, 


j=1 

m 

Dxy=b), 1<j <n, 
i=l1 


及 Xxy 之 0, 1 <&igm, 1<j<n. 

这 个 新 的 问题 是 非 退 化 的 。 将 一 组 消去 变数 的 表达 式 代 
和 人 (10.13) 式 ， 而 将 对 应 的 老 问 题 的 表达 式 代 入 (10.2) 
式 ， 我 们 看 到 留 下 变数 的 特征 数 都 相同 。 因 此 ， 由 新 问题 的 
一 个 最 优 解 可 以 诱导 出 老 问 题 的 一 个 最 优 解 。 


附 记 在 实际 使 用 时 ， 往 往 不 需要 采用 摄 动 法 。 
$ 10.7 “线性 规划 


命 4 为 一 个 m x 关 的 实 系数 矩 阵 。 命 z 与 分 别 表示 实 


系数 的 n 维 与 m 维 的 行 矢 量 。 
”问题 求 一 个 x 维 矢量 元 使 目标 函数 
GZ7 (10.14) 
达到 最 小 ， 此 处 x 满足 约束 条 件 
AXT=b7 (10.15) 
及 TT>0. (10.16) 


一 般 言 之 ， (10.15) 与 (10.16) 定义 了 一 个 多 面体 ， 
而 (10.14) 为 一 个 线性 函数 ， 因 此 ， 若 zzZr 在 (10.15) 
与 〈10.16) 中 有 一 个 极 小 主 项 ， 它 总 可 以 由 多 面体 的 顶点 来 
达到 。 若 (10.15) 可 以 写成 
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.y=dr+Bz’, (10.17) 
此 处 记 = 0 ，…，ymw) ， 了 = (z1，…， zn-m) ，B 是 一 
个 m x(n 一 m) 和 矩阵， 而 4 = (di，…，dm) 为 一 个 有 非 负 分 
量 的 矢量 ， 则 了 称 为 一 组 正 消去 变数 ， 而 了 为 一 一 组 贸 下 变 教 ， 
故 得 (10.15) 与 (10.16) 的 一 组 解 。 ” 
y=4d, z=0. (10.18) 
这 称 为 一 个 允许 解 。 若 cz 元 达到 极 小 ， 则 允许 解 元 称 为 最 
优 解 . 将 (10.17) 代入 (10.14) ,得 
cxT = M+ Nz. 
车 所 有 的 皆 非 负 ， 则 (10.18) 为 一 个 最 优 和解。 否则 ， 若 有 
一 个 罗 <0， 则 类 似 于 运输 问题 ， 正 消去 变数 组 带 更 换 为 另 一 
个 正 消去 变数 组 ， 从 而 使 目标 函数 zz 的 值 有 所 下 降 。 若 问 
题 是 非 退 化 的 ， 则 经 有 限 多 次 迭代 ， 即 得 最 优 解 。 否 则 ， 也 
可 以 用 摄 动 法 来 处 理 。 这 就 是 熟知 的 线性 规划 中 的 单纯 形 方 
法 。 
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第 十 一 章 ， 邮 递 员 问 题 


8$11.1 引言 


每 一 天， 邮递 员 都 要 从 邮局 出 发 ， 经 过 一 些 街道 ， 投 递 
与 收集 信件 ， 然 后 再 回 到 邮局 . 一 个 很 自然 的 问题 是 : 是 否 有 
办 法 决定 一 条 路 线 ， 包 括 邮递 员 应 走 过 的 所 有 街道 ， 而 且 总 路 
程 最 短 ?大 城市 的 垃圾 车 每 天 往返 收集 垃圾 也 是 类 似 的 问题 . 
邮递 员 需 要 走 过 的 街道 ， 林 以 看 成 是 一 个 无 向 的 联络 
图 ， 其 中 街道 拐角 为 结 点 ， 街 道 为 线段 . 附着 于 一 个 结 点 的 线 
段 的 个 数 称 为 结 点 次 数 . 奇 次 数 的 结 点 称 为 奇 点 ， 反 之 称 为 侦 
点 .例如 ， 图 11.1 中 ，4、B、D 与 所 为 奇 点 ， 而 C、 五 、 C 
与 互 为 偶 点 . 
Euler 曾经 考虑 过 这 样 一 个 著名 的 问题 : 是 否 在 给 定 的 一 
张 图 上 有 这 样 一 条 路 线 ， 恰 好 通过 图 的 每 二 线段 一 次 ， 然 后 回 
到 出 发 点 ? 车 这 样 的 路 径 存 在 ， 则 说 图 具有 Euler 路 径 
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或 Euler 旅行 . 显然 ， 如 果 邮 递 员 需 走 过 的 路 径 有 Euler 路 ， 
径 ， 则 这 是 一 条 有 最 短路 程 的 路 径 .Euler 在 1736 年 证 明 过 ， 
一 个 图 有 Euler 路 径 的 充分 且 必 要 的 条 件 为 图 的 每 一 结 点 都 是 
偶 点 . 


图 11.1 


因此 ， 若 一 个 图 的 所 有 结 点 都 是 偶 点 ， 则 就 能 得 到 一 条 最 
优 路 径 . 反之， 对 于 具有 一 些 奇 点 的 任何 图 ， 可 以 将 一 些 线段 
变 成 复线 段 ， 由 此 而 得 到 的 图 形 满足 具有 Euler 路 线 的 条 件 ， 
例如 ， 将 所 有 线段 都 变 成 复线 段 即 可 .但 有 种 种 方法 选择 线 
段 变 成 复线 段 ， 使 得 到 的 图 形 具 有 Euler 路 线 ， 例 如 ， 使 线 
段 4B.. DE 与 EF 或 线段 4B、DH 与 FH 变 成 复线 ， 则 所 得 
的 图 11.2 与 图 11.3 都 具有 Euler 路 径 .将 线段 的 长 度 记 在 
图 11.3 中 线段 的 旁边 . 则 图 11.2 中 复线 的 总 长 度 等 于 5， 而 
图 11.3 中 复线 的 总 长 度 为 3、 

因此 ， 车 一 个 图 有 奇 点 ， 则 问题 归结 为 如 何 决 定 一 组 线 
段 变 成 复线 段 ， 使 得 到 的 Euler 路 径 有 最 小 的 复线 总 长 ”这 就 
是 邮递 员 面 临 的 问题 ， 即 选择 一 条 最 短 的 路 ， 使 他 走 完 应 走 的 
街道 再 回 到 邮局 . 
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图 11.2 


这 个 问题 称 为 邮递 员 问题 (外 国文 献上 又 称 为 中 国 邮 有 递 员 
问题 ) ， 这 是 管 梅 谷 在 1958 年 受到 运输 问题 图 上 作业 法 的 启 
发 而 首先 定义 的 . 他 证 明了 图 中 所 得 到 的 Euler 路 径 有 最 短路 
程 的 充分 且 必 要 的 条 件 为 图 中 每 一 个 圈 上 复线 段 的 总 长 均 不 超 
过 图 长 之 半 (一 个 图 表示 一 条 自己 不 相交 的 闭路 ， 例 如 ， 
图 11.1 中 的 DEFH) . 


图 11.3 

车 图 中 一 个 图 C 上 复线 段 的 总 长 超过 圈 C 的 长 度 之 半 ， 
则 我 们 可 以 将 C 上 的 复线 段 去 掉 ， 而 将 C 上 的 单线 段 变 成 复 
线段 . 由 此 而 得 到 的 图 仍 有 Euler 路 径 ， 但 是 线段 的 总 长 度 减 
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少 了 . 由 于 对 于 任何 给 出 的 图 ， 仅 有 有 限 多 种 方法 选择 线段 集 
合 使 之 变 成 复线 ， 所 以 ， 经 过 有 限 多 次 的 迭代 ， 我 们 可 以 得 色 
一 个 有 Euler 路 径 的 图 ， 其 线段 的 总 长 最 短 . 

但 是 ， 这 个 情形 与 运输 问题 的 图 上 作业 法 相 类 似 . 车 一 个 
图 中 的 圈 的 个 数 较 多 时 ， 这 个 方法 是 不 方便 的 . 因此 ， 需 要 更 
好 的 算法 ， 在 此 我 们 就 不 讨论 了 . 


§ 11.2” ”Euler 路 径 


定理 11.1 一 个 无 向 联络 图 有 Euler 路 径 的 充分 且 必 要 
”的 条 件 为 图 的 所 有 结 点 都 是 偶 点 . 

” 证 1D 首先 ， 我 们 来 证 明 车 图 的 所 有 结 点 都 是 偶 点 ， 则 
图 有 Euler 路 径 . 命 n 表示 图 的 结 点 个 数 ， 若 n= 二 2， 就 有 2m 
条 线段 附着 在 这 两 个 结 点 上 ， 比 如 说 4 与 B， 则 我 们 可 以 
用 m 条 线段 由 4 走 到 B， 而 由 8 回 到 4 走 另 外 的 m 条 线 
段 ， 因 此 ， 图 有 Euler 路 径 . 现在 假定 n >2， 而 命题 对 于 结 点 
个 数 少 于 n 的 图 成 立 . 现在 来 证 明 ， 对 于 有 nn 个 结 点 的 图 ， 命 
. 题 亦 成 立 . 对 于 一 个 给 定 的 结 点 4， 假 定 附着 于 4 的 线段 
为 4B1，…，ABwm. 去 掉 2m 条 线段 4B1，…，A4B2m， 人 删 去 
结 点 4， 并 增加 m 条 线段 B18，，…，B2_182. 于 是 我 们 得 
到 具有 n 一 1 个 偶 点 的 图 ， 因此， 由 归纳 法 假定 ， 这 个 图 
有 Euler 路 程 . 由 于 沿线 段 B18B;， B3B4，…，B2m-1B2m 的 
路 径 ， 可 以 分 别 改 为 B14B，2，B34B4，…，By,_14B2m， 所 
以 ， 原 来 的 图 也 有 Euler 路 径 ， 因 此 ， 由 归纳 法 可 知 命题 成 
站. - 

2) 其 次 ， 我 们 来 证 明 具 有 奇 点 的 图 一 定 没 有 Euler 路 径 . 
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假定 4 是 一 个 奇 点 ， 并 且 有 2m + 1 条 线段 附着 于 它 . 命 4 为 
起 始点 ， 显 然 不 存在 一 条 路 径 ， 正 好 走 过 每 一 线段 一 次 而 又 回 
到 4. 定理 证 完 . 口 


3 11.3 最 优 解 的 一 个 判别 法 


问题 ”给 出 任意 无 向 联络 图 G， 求 出 一 条 路 径 ， 使 其 
从 一 给 定 结 点 出 发 ， 经 过 每 一 条 线段 再 回 到 出 发 点 ， 使 路 径 的 
总 长 最 小 . 

车 G 的 所 有 结 点 都 是 偶 点 ， 则 由 定理 11.1 可 知 G 
有 Euler 路 径 ， 它 满足 我 们 问题 的 要 求 . 否则 ， 必 须 选 择 一 个 
线段 集合 ， 使 这 些 线段 变 成 复线 段 ， 由 此 而 得 到 一 个 仅 有 偶 点 
的 图 F. 下 称 为 G 的 一 个 允许 解 . 线段 总 长 最 短 的 允许 解 称 
为 G 的 一 个 最 优 解 . 如 果 在 忆 的 每 个 圈 上 复线 段 的 总 长 均 不 
超过 图 长 之 半 ， 则 下 称 为 一 个 正则 解 . 

定理 11.2 G 的 允许 解 是 最 优 解 的 充分 且 必 要 条 件 是 它 
是 正则 的 . 

证 明定 理 11.2 之 前 ， 我 们 先 证 明 

引 理 11.1 任何 无 向 联络 图 瑟 的 奇 点 个 数 必 为 偶数 . 

证 车 瑟 有 s 个 奇 点 4，(i<igs) 及 i 个 偶 点 B, (1 
<j < 1) ， 而 附着 于 4 与 B) 的 线段 数目 分 别 为 a 与 5;， 则 ” 


Lat Eo 
等 于 及 的 线段 的 个 数 的 一 一 倍 ， 因此 


ya + 7b) =0 (mod 2) 


=1 J=1 
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所 以 ，S 是 偶数 . 引 理 证 完 . 口 

定理 11.1 的 证 明 1) 假定 G 的 一 个 允许 解 已 | 是 非 正 则 
的 ， 则 G 有 一 个 圈 C， 其 中 按 得 出 的 Fi 在 C 上 的 复线 段 的 
总 长 71， 超过 C 的 长 度 工 之 半 ， 即 

1> 才 民 . 
” 命 F; 为 仅 在 指向 上 不 同 于 Fi 的 一 个 图 ， 将 Fi 在 C 上 的 复 
线段 ， 在 FF; 中 变 为 单线 段 ，C 上 的 其 它 线段 ， 在 ,中 变 为 
复线 段 . 则 FF, 仍 为 G 的 一 个 允许 解 ， 但 FF， 的 线段 的 总 长 
比 Fi 短 了 ， 它 们 的 差 等 于 
1 一 亿 一 0)=21 一 工 . 

因此 ，F 不 是 G 的 一 个 最 优 解 . 

2) 上面 讲 的 由 亚 , 到 F 改进 的 过 程 称 为 允许 解 的 选 代 . 
由 于 允许 解 的 个 数 有 限 ， 而 经 过 这 种 迭代 之 后 ， 人 允许 解 的 线段 
的 总 长 是 严格 下 降 的， 所 以 经 过 有 限 多 次 迭代 之 后 ， 我 们 总 可 
以 得 到 一 个 正则 解 . 车 G 只 有 一 个 正则 解 ， 则 显然 它 就 是 最 优 
解 .否则 ， 若 G 至 少 有 两 个 正则 解 ， 则 只 4 要 证 明 任 意 两 个 正则 
解 ， 比 如 说 FF 与 严 的 线段 总 长 相等 即 可 . 由 引 理 11.1， 我 们 
可 以 假定 G 有 2n 个 奇 点 ， 而 复线 段 构成 n 条 不 相交 的 路 线 ， 
将 奇 点 两 两 成 对 地 连接 起 来 . 

假定 n=1， 邑 G 仅 有 两 个 奇 点 ， 比 如 说 4 与 8. 则 我 们 
得 到 一 条 闭路 Z， 它 由 按 下 的 从 4 到 B 的 复线 段 及 按 FF 的 
从 B 到 4 的 复线 段 所 组 成 . 路线 Z 包含 下 与 严 的 一 些 共同 复 
线 及 Z 的 余下 线段 构成 一 个 不 相交 的 圈 的 集合 . 在 每 个 圈 上 ， 
按 下 与 FF 的 复线 段 的 总 长 都 相等 ， 于 立 长 之 学 ， 因此 ,FF 
与 的 线段 总 长 相等 . 

现在 ， 假 定 G 有 2n 个 奇 点 ， 此 处 n >1， 而 命题 对 于 奇 
点 个 数 少 于 2n 的 任意 无 向 联络 图 成 立 . 从 G 的 一 个 奇 点 4A1 


184 


出 发 ， 沿 按 F 的 复线 段 至 G 的 一 个 奇 点 1， 再 由 B81 按 FF 的 
复线 段 至 G 的 一 个 奇 点 4;:， 又 按 FF 的 复线 段 由 4 至 -G 的 
一 个 奇 点 B。>， 如 此 等 等 . 我 们 得 到 G 的 奇 点 贯 ， . 。 
即 A41，B1，A，，B;，…. 由 于 G 仪 有 2n 个 奇 点 ， 据 以 总 ， 
存在 两 个 结 点 4, 与 4,， 使 

4 =4，4i 4 (s <i<j<t 或 s<i<j&1). 
因此 ， 我 们 得 到 一 条 闭路 

Z: A.B,…A'-1B,_14, (= A,),， 

它 由 下 与 FPF’ 的 一 些 公共 线段 及 构成 一 个 不 相交 的 圈 的 集合 的 
其 余 线段 组 成 .与 n= 1 的 情形 类 似 ， 我 们 可 以 证 明 Z 中 F 
与 天 的 线段 总 长 度 相等 . 假定 G' 为 将 G 中 的 路 线 4 ,8B,， 
4s+1Bs+1，A1+1B1+1 变 成 复线 得 到 的 ， 则 G' 为 一 个 无 向 联 
络 图 ， 其 中 奇 点 4;，B;，…，A,-1，B,_! 都 变 成 偶 点 ， 
而 G 的 其 它 结 点 的 次 数 均 未 变 . 因此 ，G' 是 一 个 具有 2n 
一 2 (1 一 s) 个 奇 点 的 图 . 命 F* 为 由 Fr' 删 去 按 F 在 Z 上 的 
复线 段 及 按 下 在 Z 上 的 单线 段 变 为 复线 段 得 出 的 图 . 则 FF* 也 
是 G 的 一 个 允许 解 ， 而 且 其 线段 的 总 长 与 严 的 线段 总 长 相 
等 .由 于 下 与 F* 都 是 G' 的 正则 解 ， 故 由 归纳 法 可 知 下 
与 FF* 有 相等 的 线段 总 长 ， 因 此 ，F 与 严 有 相等 的 线段 总 长 . 
由 归纳 法 可 知 命题 成 立 ， 故 定理 证 完 . 口 
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出 工 Edmonds 予以 发 展 ， 实 质 上 ， 它 是 加 权 焉 配 问 题 的 Edmonds 多 项 
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悼念 华罗庚 


华罗庚 在 1984 年 6 月 19 日 的 一 封 信 中 写 道 :“ 但 愿 还 能 给 
我 足够 的 时 间 ， 再 回 到 大 学 去 开设 一 门 课程 ， 让 我 重 温 我 生命 
的 黄金 时 光一 一 四 十 年 代 ." 他 未 能 如 愿 ，1985 年 6 月 12 日 ， 
他 在 东京 讲学 时 ， 心 脏 病 发 作 ， 莉 然 去 世 .， 辉煌 的 业绩 ， 民 族 
的 英雄 ， 他 整个 一 生 已 经 以 他 做 过 的 一 切 ， 极 好 地 做 到 了 一 
阐发 他 的 思想 . 
华罗庚 的 一 生 ， 充 满 了 现代 传奇 人 物 的 色彩 .我 不 知道 他 
出 生 的 准确 日 期 ， 即 使 出 生 的 年 份 ， 也 有 某 种 程度 的 推断 .他 
可 能 是 1909 年 11 月 出 生 在 中 国 江苏 省 金 坛 县 的 一 个 贫苦 家 庭 
里 ， 最 多 受过 九 年 的 正规 教育 . 可 是 ， 他 年 方 十 九 ,- 就 写 出 了 
关于 斯 图 席 (Sturm) 定理 的 第 一 篇 论文 . 不 入， 他 成 为 北京 
清华 大 学 的 助教 而 至 讲师 . 在 以 后 九 年 中 ,他 被 中 国文 化 基金 
会 授予 研 究 员 职 位 . 三 十 年 代 中 期 ， 诺 伯 特 : 威 轩 (Nobert 
Wiener) 访问 中 国 , 他 必定 很 欣赏 华罗庚 ; :他 将 两 人 的 会 
见 ， 向 哈代. (G.H.Hardy) 作 了 报告 ， 因 而 1936 年 ， 华 罗 上 站 
抵达 英国 剑桥 (Cambridge) 大 学 进行 了 两 年 访 税 ; :这 对 年 轻 
的 华罗庚 具有 决定 意义 . 他 最 早 的 一 批 论 文 ， 表 明了 他 的 数学 
兴趣 涉及 到 广阔 的 领域 : 早 在 1934 年 ， 他 就 致力 手 华 林 (Wa- 
ring) 问 题 的 研究 , 在 剑桥 期 间 ， 为 后 来 的 堆 全 素数 论 的 卓越 员 
- 献 葛 定 了 基础 . 这 两 年 及 其 后 在 1945~ 1946 年 ， 他 与 苏联 的 
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维 诺 格拉 多 夫 (I.M.Vinogradov) 一 起 度 过 的 富有 成 效 的 三 
个 月 ， 以 及 1946 一 1950 年 在 美国 的 五 年 ， 这 是 华罗庚 在 西方 
主要 的 数学 中 心 工作 的 全 部 时 间 (普林斯顿 Princeton 三 年 ， 
. 伊利诺伊 Ilinois 二 年 )， 但 凶 的 成 就 十 分 依 人 ， 在 此 时 期 ， 他 
继续 在 解析 数论 的 研究 中 ， 作 出 重大 的 贡献 ， 同 时 ， 他 已 着 手 
“ 对 甜 阵 几 何 学 、 多 复 变数 函数 、 有 限 域 上 不 定 方程 论 及 辛 群 的 
, 自 同 构 等 进行 研究 . 
华罗庚 站 在 学 者 与 教师 的 崇高 的 传统 地 位 上 ， 拥 有 威仪 的 
相 魏 、 迷 人 的 个 性 和 丰富 的 想象 力 . 他 不 仅 是 一 位 卓越 的 研究 
工作 的 领导 者 ， 而 且 是 一 位 多 县 次 教育 的 杰出 导师 . 他 的 一 些 
学 术 论著 ， 即 使 是 很 多 年 前 写成 的 ， 现 在 仍 在 全 世界 被 采用 . 
1950 年 ， 他 最 终 返 回 中国 后 ,也 用 来 指导 他 的 研究 生 : 这 些 
书 只 是 他 撰写 的 论著 很 小 的 一 部 分 ， 他 用 人 惊人 的 勤奋 和 炽 烈 的 
热情 ， 教 育 他 的 人 民运 用 数学 . 后 来 ， 在 国家 进行 工业 化 的 运 
动 中 ， 他 被 请 去 担任 某 类 数学 疑难 问题 的 咨询 人 . 华罗庚 和 一 
”个 科学 家 组 成 的 小 分 队 ， 跑 遍 中 国 各 地 ， 向 工人 讲述 ， 如 何 运 
用 他 们 的 推导 能 力 去 解决 大 量 的 日 常 问题 .无 论 在 车 间 里 的 特 
殊 闻 题 研讨 会 上 ， 还 是 工厂 外 的 大 型 露天 集会 上 ， 他 用 数学 的 
精 义 纵 论 形形色色 的 问题 .全 世界 没有 一 位 数学 家 曾经 象 他 这 
样 做 过 .思索 西方 的 相似 人 物 ， 人 们 可 能 想到 阿 培 拉 德 
《Abelard) 使 巴黎 神学 院 的 大 厅 坐 元 虚 席 ， 或 者 约翰 韦 斯 里 
Gohn Wesley) 在 英国 和 美国 的 传道 ， 但 是 ， 这 种 广泛 折服 于 
一 位 人 民 教 师 的 影响 的 情况 ， 也 许 是 一 种 真正 东方 的 现象 ， 是 
我 们 这 些 西 方 人 所 不 能 完全 理解 的 .《 文 选 》0 末尾 152 篇 论 
文 的 一 览 表 ， 使 我 们 得 以 初 窗 华 罗 庚 咨询 医 动 的 规模 . -即使 其 
应 用 范围 的 一 般 领 域 ， 也 多 得 在 文中 不 胜 枚 举 : 华 罗 庚 曾 谈 到 
将 来 有 一 天 要 出 版 这 些 论文 的 细节 ， 但 现在 ， 和 恐 怕 再 没有 这 个 
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机 会 了 .我 们 只 好 对 特意 为 《文选 》 而 由 中 文 翻译 过 来 的 “ 关 
于 在 等 高 线 图 上 计算 矿 蕊 傅 量 与 坡地 面积 的 问题 ”( 与 王 元 合 
作 ) 一 文 表示 满意 了 . 

即使 一 位 学 术 水 平一 般 的 人 ， 也 可 以 在 他 晚期 发 表 的 关于 
微分 方程 、 运 筹 学 和 数值 积分 的 课题 中 ， 看 到 华罗庚 从 50 年 
代 后 期 就 起 步 的 朝 着 数学 应 用 的 动向 .但 是 ， 华 罗 庚 最 终 的 科 
学 著作 又 完美 地 转 回 到 理论 方面 . 比如 ， 运 用 均匀 分 布 和 代数 
数论 的 思想 ， 与 王 元 合作 ， 在 多 重 积分 的 数值 求 积 中 ， 代 替 了 
蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 法 . 他 在 我 系 的 最 后 一 次 讲演 是 1984 
年 ， 在 挤 满 人 群 的 大 厅 里 ， 对 数理 经 济 学 作 了 生动 的 演说 . 

在 “文化 大 革命 "的 岁月 里 ， 华 罗 庚 处 境 困难 ,他 认为 他 能 
活 过 来 ， 至 少 一 部 分 还 得 归功 于 毛 主席 对 他 的 个 人 保护 . 尽管 
如 此 ， 他 的 许多 论文 和 手稿 还 是 被 查抄 并 估计 被 毁 了 “解冻 ” 
后 ， 华 罗 庚 被 允许 接受 里 文 斯 通 (Livingston) 教授 的 邀请 ， 
作为 英国 科学 研究 委员 会 的 高 级 访问 学 者 ， 访 问 了 英国 伯明翰 
(Birmingham) 大 学 ， 随 后 ， 他 又 有 机 会 访问 了 欧洲 和 美国 . 
就 许多 方面 来 说 ， 这 些 访问 是 他 充满 传奇 色彩 的 性 格 ， 在 与 外 


界 隔绝 30 年 后 而 渴望 获得 的 个 人 的 成 功 . 我 们 可 以 通过 各 地 “ 


的 华人 团体 以 及 所 有 各 种 政治 信仰 的 人 ， 都 争先 恐 后 地 去 会 见 
他 ， 那 怕 仪 仪 看 他 一 眼 ， 了 和 解 到 他 在 国内 获得 的 重要 地 位 (中 
国 的 电视 台 制作 了 六 集 反 映 他 早年 生活 的 电视 连续 剧 ), 他 海 户 
重 会 他 青年 时 代 的 数学 同道 ， 同 时 ， 他 对 他 非常 亲切 地 想 再 见 
一 面 的 许多 老 友 的 去 世 也 感到 刺骨 的 伤感 . 

如 果 华 罗 庚 曾经 异 悔 在 他 才华 的 高 峰 和 思维 敏锐 的 时 候 离 
开 了 美国 的 话 ， 那 么 他 后 来 重 访 西方 时 ， 他 不 能 收回 失落 的 时 
光 ， 而 他 对 自己 祖国 的 献身 是 无 条 件 的 和 坚定 不 移 的 ,1938 
年 ， 他 回 到 中 国 ， 一 直到 1945 年 ， 他 都 在 云南 省 昆明 市 西南 
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联合 大 学 任教 授 ， 这 是 由 于 日 本 侵略 中 国 ， 沦 陷 了 的 几 所 大 学 
组 建 起 来 的 一 所 大 学 . 1949 年 ， 中 华人 民 共 和 国 成 立 ， 第 二 
年 他 又 回 到 了 大 陆 ， 从 事 于 重建 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 工作 . 
1952 年 被 任命 为 所 长 ,在 这 个 岗位 上 一 直到 1984 年 ， 同 年 
由 王 元 教授 接任 . 他 还 担任 了 多 年 中 国 科 学 院 的 副 院 长 和 在 安 
徽 省 合肥 市 的 中 国 科 学 技术 大 学 的 副 校长 . 1957 年 ， 他 的 “多 
个 复 变 数 典型 域 上 的 调和 分 析 ” 著 作 ， 得 到 了 中 国 的 自然 科学 
一 等 奖 . 1980 年 他 接受 了 法 国 南 昔 (Nancy) 大 学 的 荣誉 博士 学 
”位 ，1983 年 他 接受 了 香港 中 文大 学 荣誉 博士 学 位 ，1984 年 他 
接受 了 美国 伊利 诺 伊 (Illinois) 大 学 荣誉 博士 学 位 . 1982 年 ， 他 
当选 为 美国 科学 院 国外 院士 ，1983 年 ， 他 当选 为 第 三 世界 科 
学 院 院 士 ，1985 年 ， 他 当选 为 德国 巴伐利亚 (Bavaria) 科学 
院 院 士 . 


H.Halberstan 


1) 《文选 》 指 1982 年 斯 普 林 格 出 版 社 出 版 的 《 华 罗 雌 文选 >》， 其 中 
收集 了 华罗庚 发 表 过 的 论文 目录 150 篇 ， 专 著 毕 录 10 本 。 科 普 读 物 目录 
Hi 本 . 

译 者 注 


怀念 华 罗 庚 
段 学 复 


一 一 天 才 和 勤奋 造就 华罗庚 成 为 一 位 伟大 的 数学 家 . 


华罗庚 于 1910 年 11 月 12 日 出 生 在 中 国 江苏 省 金 坏 县 . 

1926 年 他 从 金 坛 初级 中 学 毕业 后 ,到 上 海 的 一 所 职业 学 校 
学 习 不 到 一 年 ， 就 由 于 生计 困难 而 援 学 . 他 回 到 家 乡 帮 他 父亲 
照看 一 家 小 杂货 铺 ， 并 在 余 眼 自学 数学 . 他 在 科学 杂志 上 发 表 
的 两 篇 关于 方程 论 的 论文 ， 引 起 了 北京 清华 大 学 数学 系 系 主任 
熊 庆 来 教授 的 尝 识 ，1931 年 秋季 , :让 他 担任 了 系 的 图 书 管理 
员 . 由 于 他 的 卓越 成 就 ， 随 后 几 年 ， 他 被 提升 为 半 薪 助教 、 助 
教 ， 而 至 讲师 . 1934 年 ， 他 成 为 中 华文 化 教育 基金 会 的 研究 
员 | 
1932 年 秋季 ， 我 考 入 清华 ， 成 为 数学 系 的 新 生 ， 有 幸 结 
识 了 华罗庚 . 不 久 ， 我 们 成 为 挚友 . 我 们 常常 与 从 金 坛 来 的 其 
他 学 生 一 起 晚餐 ， 在 校园 内 漫步 ， 谈 论 数学 和 其 它 . 我 从 华 罗 
庚 谈 及 的 如 何 学 习 数学 中 受益 腓 浅 . 

从 1932 年 到 1936 年 的 四 年 中 ， 华罗庚 的 才气 和 勤奋 给 了 
我 强烈 的 印象 . 在 清华 工作 的 日 子 里 ， 他 住 着 一 个 单间 ， 寒 暑 
假 中 ， 他 回 到 金 坛 家 中 与 妻子 和 两 个 孩子 团 京 : 那 时 ， 华 罗 庚 
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年 轻 ， 精 力 旺 盛 ， 每 天 紧张 地 学 习 数 学 十 个 小 时 以 上 . 他 早晨 
总 是 起 得 很 性， 抓紧 早饭 前 的 点 滴 时 间 ， 极 其 专心 地 工作 . 他 
很 快 就 抓 住 了 数学 的 精华 . 正如 他 在 以 后 几 年 所 说 的 那样 ， 阅 
读 大 量 的 数学 论著 ， 并 能 把 它们 缩减 成 简明 的 要 点 是 非常 重要 
的 . 他 大 约 用 了 一 年 半 的 时 间 ， 主 要 通过 自学 ， 掌 握 了 全 部 基 
本 的 大 学 数学 . 当然 ， 他 也 去 昕 一 些 课 ， 比 如 他 与 同学 许 宝 
又 、 柯 召 与 王 竹 溪 在 1931 年 秋季 去 旁听 了 熊 庆 来 教授 的 复 变 
数 课 ， 他 们 三 人 后 来 都 成 为 数学 或 物理 学 的 著名 学 者 ,华罗庚 
告诉 我 , 他们 在 一 起 做 分 析 ( 或 “难以 ?分 析 ) 中 的 一 些 难 题 ， 进 
行 友谊 竞赛 . 华罗庚 跟 杨 武之 教授 开始 学 习 数论 ， 从 1935 年 
起 ， 他 渐渐 集中 精力 系统 地 学 习 了 哈代 一 一 里 特 伍德 一 一 维 诺 
格拉 多 夫 (Hardy-Littlewood-Vinogradov) 方 法 ， 即 堆 垒 素数 
论 ， 这 是 他 以 后 曾 作 出 了 重大 贡献 的 一 个 领域 .在 学 校 的 日 子 
里 ， 他 学 习 了 英文 ， 现 在 , 他 还 能 阅读 法 文 与 德 文 的 数学 书 ， 
比如 ，E.Goursat 的 “高 等 数学 分 析 ”(“Cours d'Analyse 
methématique”) 与 E.Landau 的 “数论 引 论 ” (“Vorlesungen 
dber Zahlentheorie”). 1935 ~ 1936 年 , J.Hadamard 与 
N.Wiener 访问 清华 并 讲学 ， 华 罗 庚 听 了 他 们 的 讲学 . 
Hadamard 提请 华罗庚 去 注意 维 诺 格拉 多 夫 的 工作 . 华罗庚 与 
当时 系 里 的 一 位 新 助教 徐 贤 修一 起 写 了 一 篇 关于 复 富 氏 分 析 的 
论文 ，Wiener 非常 赞赏 这 篇 论文 . 

在 Wiener 的 推荐 下 ，G.H. 哈 代 (G.H.Hardy) 邀请 华 罗 
庚 访 问 剑桥 大 学 ， 他 在 这 里 从 1936 年 呆 到 1938 年 . 在 这 两 年 
中 ， 他 在 解析 数论 上 作出 了 突出 的 贡献 . 除 此 之 外 ， 他 开始 注 
意 到 抽象 代数 的 绚丽 的 领域 . 这 完全 体现 了 华罗庚 在 开辟 新 的 
研究 领域 中 科研 累进 的 特色 . 由 于 抗日 战争 爆发 以 后 ， 他 淘 望 
回 到 中 国 ， 华 罗 雌 在 剑桥 没有 上 青果 下 去 . 
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1938 年 秋季 ， 华 罗 庚 回 到 中 国 昆 明 ， 就 任 由 清华 大 学 、 
北京 大 学 与 南开 大 学 组 建 的 西南 联合 大 学 的 正教 授 . 我 们 又 在 
一 起 ， 我 是 他 的 助教 . 1938~ 1939 年 ， 他 根据 B.van der 
Waerden 的 “近世 代数 "(“Moderne Algebra 1”)， 并 通 篇 作 了 
车 干 修改 ， 就 抽象 代数 开设 了 一 门 课程 . 此 外 ， 他 领导 了 一 个 
有 限 群 的 讨论 班 ， 采 用 了 新 出 版 的 有 H.Zassenhaus 的 “ 群 论 ” 
(“Lehrbuch der Gruppentheorie”)》 与 A.Speiser 的 “有 限 阶 群 
论 ( 第 三 版 )”(“ Die Theorie der Gruppen von Endlicher 
Ordnung (Dritte Auflage)”)， 以 及 P.Hall 关于 p-- 群 的 基本 
论文 (1934) 作 为 参考 文献 . 樊 坝 、 徐 贤 修 和 我 都 是 其 中 的 参加 

者 . 我 和 华罗庚 一 起 研究 过 p-- 群 ， 特 别 是 其 中 的 “ 记 数 "理论 :. 
我 们 间 富 有 成 效 的 合作 ， 一 直 给 我 留 下 愉快 的 回忆 . 

1940 年 ， 我 离开 昆明 出 国 留 学 ， 起 初 在 多 伦 多 一 年 ， 后 
来 在 普林斯顿 一 直到 1946 年 . 这 段 时 期 ， 我 与 华罗庚 相互 间 
经 常 通信 .他 当时 住 在 离 昆 明 市 不 太 远 的 一 个 名 叫 黄土 坡 的 小 
村 里 . 一 次 ， 在 空袭 时 ， 华 罗 庚 与 闵 届 稚 租 到 一 个 简易 的 防空 
掩体 中 ， 一 枚 炸弹 落 在 了 附近 的 地 方 ， 掩 体 霍 了 下 来 ， 他 们 被 
埋 在 落下 的 泥土 里 . 幸运 的 是 他 们 被 营救 出 来 . 在 这 样 极 其 困 
难 的 条 件 下 ， 华 罗 庚 与 他 的 主要 合作 者 闵 央 乱 一 起 ， 继 续 在 数 
论 方面 得 出 了 重要 的 结果 . 1941 年 ， 他 开始 在 多 复 变 典型 域 
的 理论 上 进行 系统 的 研究 . 1943 年 4 月 ， 他 的 关于 自 守 函数 
的 两 篇 论文 的 手稿 寄 给 了 普林斯顿 的 H.Weyl 在 美国 数学 学 
报 上 发 表 , 人 们 发 现 C.L.Siegel 与 华罗庚 差不多 在 同时 研究 着 
相同 的 理论 . 华罗庚 的 第 一 篇 论文 ， 与 Siegel 早 在 1943 年 出 
版 的 “ 辛 几 何 ”(“Sympjlectic Geometry”) 不 可 避免 的 有 着 部 分 
重复 ， 然 而 ， 它 们 的 重点 是 有 所 不 同 的 . 在 矩阵 几何 学 的 有 关 
研究 中 ， 华 罗 丙 也 作出 了 极 好 的 进展 .1946 年 春天 ， 我 接 到 华 
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罗 庚 来 信 ， 他 应 苏联 科学 院 数 学 研究 所 所 长 1. M . 维 诺 格拉 
多 夫 的 邀请 ， 去 苏联 访问 了 三 个 月 . 华罗庚 现在 的 经 典 专 论 
“ 推 又 素数 论 ” 就 是 1947 年 首先 用 俄 文 发 表 的 ， 而 直到 1952 年 
才 译 成 中 文 (校订 本 ) 出 版 . 它 还 被 译 成 了 匈牙利 文 (1959)、 德 
文 (1959) 与 英文 (1965). 1938 一 1946 年 ， 华 罗 庚 在 昆明 所 做 的 
数学 工作 是 一 个 真正 的 奇迹 . 

1946 年 7 月， 我 从 美国 回 到 中 国 ， 而 华罗庚 携 全 家 大 约 
同时 又 去 到 美国 . 我 们 在 上 海 小 聚 了 一 段 时 间 . 

从 1946 年 到 1948 年 ， 华 罗 庚 作为 普林斯顿 高 级 研究 所 的 
一 个 成 员 在 那里 工作 ， 并 在 普林斯顿 大 学 讲授 数论 ， 从 1948 
年 到 1950 年 ， 华 罗 庚 在 伊利 诺 伊 大 学 任教 授 . 在 这 四 年 中 ， 
华罗庚 在 抽象 代数 上 做 出 了 几 个 非凡 的 与 优美 的 结果 ， 诸 如 体 
的 半 自 同 构 理论 ， 体 上 一 维 射 影 几 何 的 基本 理论 ， 以 及 卡 坦 一 
一 伯劳 勒 一 一 华 定理 (Cartan 一 Brauer-Hua Theorem). 在 这 些 
工作 中 ， 以 有 关 问 题 中 的 深度 洞察 为 基础 ， 华 罗 庚 成 功 地 运用 
了 直接 代数 方法 . 同样 ， 在 体 或 环 上 典型 群 的 自 同 构 与 结构 的 
研究 中 ， 华罗庚 的 短 阵 方法 也 成 功 地 用 于 处 理由 J.Dieudonné 
留 下 的 困难 的 低 维 情形 ， : 

' 早 在 1950. 年 ， 中 华人 民 共 和 国 建立 不 久 ， 怀 着 献身 发 展 
中 国 数学 事业 的 强烈 愿望 ， 华 罗 庚 全 家 回 到 北京 ， 再 次 就 任 清 
华 大 学 的 教授 .1952 年 ， 华 罗 庚 被 任命 为 中 国 科学 院 数 学 研 
究 所 所 长 ， 我 到 了 北京 大 学 工作 . 自 此 以 后 ， 我 们 就 不 再 在 一 
个 学 校 工作 了 ， 但 是 ,我们 有 许多 共同 参与 的 数学 活动 ， 除 了 
1966~1976 年 十 年 动乱 外 ， 我 们 时 常见 面 . 

”华罗庚 从 1951 年 到 1983 年 被 选 为 中 国 数学 学 会 理事 长， 
这 之 后 ， 又 是 五 位 荣誉 理事 长 之 一 华罗庚 还 被 任命 为 中 国 科 
学 院 数 学 物理 学 化 学 学 部 副 主 席 ， 中 国 科学 技术 大 学 副 校 长 ， 
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中 国 科 学 院 副 院 长 等 . 

华罗庚 1950 年 回国 后 ， 除 了 在 数学 研究 上 继续 做 出 新 的 
重大 贡献 外 ， 他 用 了 更 多 的 精力 去 培养 年 青 的 中 国 数学 家 . 他 
领导 了 许多 讨论 班 ， 并 写 了 许多 专著 ， 特 别 在 数论 、 典 型 群 与 
多 复 变 数 函 数 方 面 ， 从 这 些 讨 论 班 的 成 员 中 ， 涌 现 出 了 许多 优 
秀 的 学 者 ， 他 们 中 间 有 数论 的 王 元 、 陈 景 渔 ， 代 数 的 万 哲 先 ， 
多 复 变 函数 的 陆 启 尔 、 奢 升 . 1960 年 后 ， 华 罗 庚 又 在 应 用 数 
学 上 开拓 工作 ， 诸 如 偏 微分 方法 与 数值 分 析 ，1965 年 后 ， 在 
工业 应 用 上 普及 数学 方法 ， 特 别 是 优选 法 和 统筹 方法 . 华罗庚 
和 他 的 小 分 队 到 过 中 国 的 大 部 分 省 分 的 许多 工厂 

在 数学 文献 中 , 华罗庚 的 许多 卓越 成 就 , 包括 定理 、 引 
理 、 方 法 、 不 等 式 、 便 等 式 、 算 子 等 ， 都 是 以 他 的 名 字 命名 的 . 
在 70 年 代 末 到 80 年 代 ， 华 罗 庚 当选 为 美国 科学 院 国 外 院 
士 ， 第 三 世界 科学 院 院 士 ， 德 国 巴 伐 利 亚 (Bavarian) 科学 院 
院士 ， 并 被 授予 法 国 南 背 (Nancy) 大 学 、 香 港 中 文大 学 、 美 
国 伊利 诺 伊 大 学 的 荣誉 博士 学 位 . 我 不 打算 进一步 再 写 他 自 
1950 年 以 来 的 数学 工作 ， 也 不 写 他 在 这 个 时 期 在 国内 外 的 数 
学 活动 ， 这 里 只 写 我 与 他 在 1984~ 1985 年 中 个 人 接触 的 一 些 
事件 . 


1984 年 9 月 ， 华 罗 庚 应 邀 在 1984 年 北京 国际 群 论 讨论 会 


上 作 了 题 为 “ 非 负 方 阵 与 计划 经 济 的 学 术 报告 .这 是 他 关于 数 
理 经 济 学 的 研究 的 一 部 分 ，1966 年 前 ， 他 对 此 已 经 得 出 了 系 
统 的 理论 . 可 惜 的 是 在 动乱 年 代 ， 这 些 手 稿 都 丢失 了 . 重 写 他 
的 成 果 ， 特 别 是 基本 理论 的 证 明 ， 需 要 付出 新 的 努力 . 后 来 有 
一 次 他 就 此 事 作 为 一 个 例子 谈 到 ， 他 赞成 在 现时 的 环境 下 ， 对 
此 课题 宁可 去 做 一 个 新 的 证 明 ， 要 比 去 找 回 那 丢失 的 旧 的 证 明 
更 好 些 . 

195 


1985 年 6 月 1 日 早 农 ， 华 罗 庚 飞 往日 本 的 前 两 天 ， 我 给 
他 打 了 一 个 电话 ， 祝 他 一 路 顺风 ， 我 们 还 偷 快 地 谈 了 一 些 别 的 
事 . 当 我 从 无 线 电 里 昕 到 他 在 东京 大 学 刚 作 完 学 术 报告 后 ，6 
月 12 日 由 于 心脏 病 发 作 独 然 去 世 的 消息 时 ， 我 完全 震惊 了 . 
华罗庚 的 最 后 谈话 ， 概 述 了 他 自 1950 年 以 来 在 理论 研究 和 数 
学 普及 方面 所 做 的 工作 . 

华罗庚 把 他 的 整个 生命 献 给 了 数学 . 他 计数 学 理论 的 贡献 
极其 广博 ， 极 其 深 摩 ， 极 其 突出 ， 并 有 着 高 度 的 影响 . 他 对 数 
学 方法 应 用 的 普及 工作 易 为 普通 人 民 所 接受 ， 并 具有 很 显著 的 
效益 . 他 对 在 中 国 发 展 数学 事业 建立 了 卓越 的 功勋 . 他 的 数学 
工作 是 不 朽 的 . 他 是 当代 一 位 伟大 的 数学 家 . 


一 一 本 文 译 自 “ 当 代数 学 "82 卷 (1989 年 ) . 
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纪念 华罗庚 先生 
田 方 增 


华罗庚 先生 离开 我 们 快 五 年 了 . 我 们 相信 ， 随 着 时 间 的 推 
移 ， 人 们 正 继续 从 他 留 下 的 精神 的 和 事业 的 财富 中 受益 ， 水 远 
怀念 着 他 . 

我 最 近 读 了 段 学 复 先 生 写 的 “怀念 华罗庚 "一文 @， 感受 很 
深 . 段 先生 1936 年 在 清华 大 学 数学 系 出 任教 职 时 ， 我 是 系 里 
学 生 . 抗日 战争 前 ， 我 没有 直接 受 教 于 华 先生 ， 也 没有 什么 其 
他 接触 . 但 同学 们 盛传 华 先 生 学 识 渊博 ， 能 力 高 强 ， 倾 向 爱国 
进步 . 1940 年 秋 ， 我 从 中 学 回 到 西南 联 大 数学 系 工 作 ， 才 有 
机 会 接触 华 先生 ， 受 其 教 益 . 

华 先 生 自 1950 年 下 半年 起 ， 参 与 了 筹办 中 国 科学 院 数 学 
研究 所 的 工作 并 指导 业务 . 1952 年 夏 ， 研 究 所 正式 成 立时 出 
任 所 长 , : 直到 1985 年 夏 他 突然 离开 我 们 . 这 个 过 程 很 长 ， 包 
括 不 同时 期 ， 华 先生 在 所 内 外 多 方面 有 职务 和 工作 ,他 主要 致 
力 于 发 展 数学 为 社会 主义 祖国 的 广泛 需要 服务 ， 同 时 ， 提 高 我 
国 数 学 的 地 位 . 他 善于 安排 跟 他 工作 的 人 完成 各 自 的 工作 ， 好 
似 已 洞察 了 一 切 ， 使 你 在 完成 他 交办 的 事务 中 从 没有 感到 未 曾 


加 自学 复写 的 “怀念 华罗庚 ” (Memories of Loo-Keng Hua) 一 文 ， 载 
《当代 数学 》 (Contemporary Mathematics，Amer.Math.$oc.) 第 82 
卷 ，1~5 页 .本 书 已 译 出 载 人 ， ” 一 一 译 者 注 | 
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料及 的 重要 情况 . 他 平易 近 人 ， 能 及 时 地 了 解 你 想 什么 . 你 若 
因 工 作 想 请 问 他 什么 ， 也 可 直截了当 找 他 谈 . 在 研究 所 和 在 西 
南 联 大 时 一 样 ， 上 班 时 不 同方 面 找 他 的 人 往往 很 多 。 但 间歇 时 
间 里 ， 他 常 以 特有 步伐 走 到 其 他 房间 找 人 谈 谈 . 他 的 职务 及 社 
会 活动 繁多 ， 在 研究 所 内 外 凡 遇 到 认识 的 、 有 着 不 同 关系 的 人 
时 ， 他 会 自然 去 接触 ， 或 打招呼 ， 或 互相 交谈 一 点 事 ， 都 用 他 
那 特 有 的 敏捷 痛快 的 方式 进行 ， 甚 至 对 待 公共 场所 接待 处 的 服 
务 人 员 也 如 此 . 华 先生 珍惜 时 间 ， 讲 求 效率 ， 也 随时 随地 同样 
想到 别人 . 华 先生 的 这 种 风格 是 与 他 多 年 来 在 社会 上 亲自 推广 
优选 法 等 数学 方法 ， 从 理论 与 实际 、 言 与 行 中 完全 一 致 的 . 数 
学 所 肉 从 事业 务 及 行政 管理 的 工作 人 员 ; 只 要 跟 他 稍 入 都 同 有 
此 感 . 我 从 1950 年 下 半年 起 ， 在 华 先生 直接 领导 下 做 着 数学 
所 内 行政 及 有 关 学 术 组 织 中 的 一 些 工作 

“ 华 先生 在 贯彻 科学 研究 的 国家 政策 中 ， 始 终 表 现 出 科学 家 
的 那 种 认真 务实 精神 ， 处 事 敏 捷 ， 讲 求实 际 和 效率 ， 言 行 朴 
实 ， 又 涂 透 出 高 度 的 科学 智慧 . 要 更 好 地 认识 他 的 深远 影响 ， 
还 有 待 今后 从 多 方面 考察 迄今 数 十 年 来 我 国 数学 事业 的 历程 与 ， 
成 就 | 
在 几 次 全 国 性 数学 学 科 规 则 、 有 计划 学 习 外 国 先进 事物 及 
重大 的 国际 合作 交流 中 ， 华 先生 以 公认 的 地 位 主持 开展 工作 ， 
这 对 立足 于 我 国 自己 的 学 术 基 础 及 环境 ， 力 求 先进 ， 对 解决 不 
简单 的 认识 问题 起 了 不 可 代 蔡 的 作用 . 在 主持 全国 人 性 数学 界 学 
术 活 动 及 共同 的 重大 事项 方面 ,也 可 见 到 类 似 倩 况 ， 不 一 一 列 
举 . 对 与 此 有 关 的 重要 、 具 体 的 日 常 工作 ， 他 始终 十 分 认真 ， 
注意 沟通 上 下 各 方 ， 例 如 将 参加 国家 科 委 会 议 时 做 的 详细 笔 
记 ， 留 给 我 们 参考 . 研究 所 开办 以 来 ， 人 民 来 信 不 断 ， 多 种 多 
样 ， 一 般 与 所 本 身 业 务 没有 什么 特别 关系 ， 但 反映 人 民 群 众 对 
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数学 学 习 的 期 望 , 华 先生 名 下 直接 收 到 的 占 绝 大 多 数 ， 对 这 些 
他 都 过 问 ， 不 时 会 同 所 内 同志 从 大 堆 来 信 中 拣 、 分 并 组 织 人 员 
回答 ， 他 和 直 己 也 参与 写 回 信 . 这 虽 是 比较 次 要 的 所 内 事项 ， 但 
也 使 我 们 见 到 他 怎样 认真 务实 、 为 人 民 服 务 和 防止 官僚 主义 ， 
不 尚 空 言 而 用 自己 的 行为 影响 周围 ， 回 答 外 界 ，. 
所 有 上 述说 到 的 华 先生 的 工作 ,特别 在 数学 研究 所 内 的 领 
导 工 作 令 人 深 感 实 受 之 处 ,在 他 的 最 后 几 年 中 仍 强 烈 地 表现 着 . 
1979 年 上 半年 将 原 数 学 研究 所 分 为 数学 、 应 用 数学 及 系统 科 
学 三 个 研究 所 之 议 酝酿 成 熟 . 华 先生 在 此 之 前 十 多 年 已 设想 如 
何 发 展 应 用 数学 ， 并 且 展开 了 有 关 的 具体 的 业务 活动 . 经 过 
1977~ 1978 年 进行 的 全 国学 科 规 划 讨 论 ， 最 终 实 现 了 他 为 我 
国 数学 科学 在 科学 院内 完整 的 体系 做 出 建树 的 宿 愿 . 事实 上 ， 
50 年 代 早 期 ， 他 就 同意 从 自身 条 件 出 发 ， 在 数学 所 内 为 力 
学 、 计 算数 学 及 计算 机 科学 工作 打下 始 建 的 基础 . 随后， 又 在 
适当 的 时 机 积极 支持 力学 及 计算 技术 两 个 科学 部 门 在 科学 院 建 
所 ; 同意 调 出 骨干 力量 . 1979 年 5 月 中 ， 他 应 邀 到 英国 讲学 ， 
临 行 前 召集 有 关 人 员 谈 话 ， 对 一 些 与 他 负责 范围 内 的 有 关 事 项 
(包括 数学 应 用 任务 及 数学 会 等 ) 做 了 确切 嘱托 . 在 留 下 的 书 
面 备忘录 中 有 “我 们 是 搞 科学 的 , 一 切 要 依 科 学 态度 办 事 ， 
党 的 原则 是 民主 集中 制 ,一 切 要 照 民 主 集中 制 办 事 .” 等 语 . 这 
次 华 先 生出 国 工作 约 经 半年 多 ， 他 随时 把 在 外 的 情况 写 信 告诉 
国内 ， 保 持 与 国内 联系 ， 嘱 奉 一 些 应 进行 的 工作 . 在 信 中 ， 他 
结合 在 国外 的 感受 及 国内 外 数学 的 比较 ， 认 为 我 国 数学 定 能 加 
速 前 进 ， 并 抱 极 高 信心 .这 期 间 他 给 很 多 同志 写 了 信 ， 我 收 到 
五 封 信 . 他 是 1979 年 12 月 31 日 返 抵 北 京 的 . 1980 年 1 月 3 
日 一 上 班 ， 他 就 来 到 原 数学 研究 所 全 体 人 员 所 在 的 各 办 公 室 
(北京 中 关 村 相距 里 许 的 两 座 楼 内 )， 逐 屋 与 大 家 亲切 见面 . 这 
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个 时 期 ， 原 数学 所 已 进入 正式 实施 分 所 的 后 期 . 分 所 后 ， 他 直 
接 领导 数学 及 应 用 数学 两 所 ， 所 外 任务 更 重 . 他 那 时 已 年 逾 七 
旬 , . 仍 到 所 及 时 处 理 要 务 ， 还 有 多 方面 繁重 的 活动 . 大 家 知道 
他 的 身体 在 那些 年 已 不 很 好 ， 有 时 在 办 公 室 随身 带 着 氧气 袋 ， 
常 被 医生 强迫 休息 疗养 . 可 是 ， 他 是 攻 不 住 的 ， 往 往 稍 见 情况 
平稳 ， 就 出 来 照样 工作 ,这些 给 我 极 深 印 象 . 

40 年 代 在 昆明 时 ， 我 们 都 有 这 样 的 了 解 ,就 是 他 的 注意 力 
不 限于 自己 正在 工作 着 的 专门 领域 . 在 西南 联 大 时 ， 他 遇 上 有 
人 在 他 认为 值得 学 习 或 工作 的 问题 上 去 下 功夫 。 他 会 主动 与 这 
人 交谈 . 例如， 他 告诉 一 个 年 青 同事 ，E.H.Moore 的 《Gene- 
ralAnalysis》 可 细 读 一 下 ， 那 时 他 想 着 在 代数 数 域 上 建立 函数 
论 ; 又 如 ， 当 时 系 内 外 有 人 一 起 讨论 M.Stone 的 《Linear 
Transformation in Hilbert Spaces》, 华 先生 也 注意 此 事 ,并 在 系 
内 提 到 . 数学 研究 所 建 所 早期 , 正当 Gelfand 的 赋 范 环 及 
L.Schwartz 的 广义 函数 工作 传播 开 来 ， 我 们 自己 组 织 过 有 关 
的 讨论 班 ， 他 曾 参 加 听 和 讨论 , 这 些 事 说 明 他 对 泛 函 分 析 也 顺 
带 注意 . 事实 上 ,他 曾 建 议 另 一 种 处 理 广 义 函 数 的 途径 ( 见 华 罗 ， 
康 《 从 单位 圆 谈 起 》 第 八 讲 ， 科 学 出 版 社 ). 还 有 许多 他 关心 
过 并 做 出 反映 他 的 主要 成 就 特色 的 基础 理论 的 其 他 研究 . 
文革 前 ， 他 在 所 内 领导 典型 群 、 解 析 数 论 、 结 合 及 非 结 合 代数 
( 环 )、 多 复 变 等 讨论 班 ， 共 有 多 次 成 系列 的 计划 ， 都 一 一 实 
行 ， 并 带领 多 人 做 着 研究 . 除 讨论 班 外 ， 他 还 倡导 以 体育 的 精 
神 要 求人 磨 练 自己 来 提高 做 研究 的 功夫 . 一 种 方式 是 举办 “ 练 
拳 园地 ”. 他 要 求 所 内 同志 和 他 一 起 找 题目 ， 并 在 所 内 公布 出 
来 征求 解 ， 然 后 他 还 评阅 或 与 人 讨论 得 到 的 解法 . 事实 上 ， 这 
也 是 考察 及 培养 所 内 年 青 人 的 一 个 方面 . 在 这 些 活动 中 ， 也 象 
在 昆明 那 时 对 待 年 青 人 一 样 ， 总 要 逐 人 过 问 ， 抓 紧 . 他 爱护 学 
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生 就 是 严 要 求 ， 事 实 一 再 证 明 ， 这 是 真正 有 效 的 . 至 于 他 晚年 
还 以 更 大 精力 为 了 数学 的 应 用 ， 为 了 从 事 经 济 建设 事业 及 宣传 
普及 做 了 大 量 切 合 实际 又 富 启发 性 ， 有 巨大 社会 效益 的 工作 ， 
更 是 国内 上 下 熟知 的 . 正 是 在 这 个 一 生 愿望 将 最 好 地 得 偿 的 时 
刻 ， 带 着 已 全 面 旦 现 的 伟大 精神 和 力量 ， 并 时 刻 准 备 贡献 一 
切 ， 华 先生 应 邀 到 日 本 讲学 和 交流 经 验 . 一 生 顽强 奋斗 走 到 前 
面 的 人 ， 竟 在 邻 国 讲台 工作 到 最 后 而 离开 了 我 们 ， 时 为 1985 
年 6 月 12 日 . 大 家 感到 的 震撼 是 难以 用 语言 表达 的 . 为 了 我 
国 的 伟大 事业 ， 为 了 我 国 数学 界 ， 回 忆 华 先生 ， 就 是 要 向 他 再 
学 习 . 但 我 只 是 提 及 很 少 一 部 分 情况 . 在 许多 特定 领域 ， 尤 其 
是 多 方面 的 专门 学 术 方面 ， 华 先生 的 业 续 还 待 别人 今后 做 出 全 
面 深刻 的 介绍 . 

所 有 这 一 切 都 证 明 段 先生 写 的 回忆 文章 的 附 标题 ， 天 才 和 和 
勤奋 造就 华罗庚 成 为 一 位 伟大 的 数学 家 . 

1990 年 4 月 2 日 
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- 编 .后 记 


”1989 年 夏 ， 国 内 一 些 数 学 家 和 湖南 教育 出 版 社 的 编辑 同 
志 在 南开 大 学 和 北京 大 学 聚会 ， 深 深 感到 “当今 数学 的 面 魏 日 
新 月 异 ， 数 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 、 工 程 技术 甚至 社会 
科学 领域 扩展 和 渗透 ， 数 学 本 身 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 
的 推动 下 ， 不 断 追 求 自 身 的 发 展 的 完美 "， 希 望 能 组 织 各 方面 
专家 编写 一 批 书 藉 ,“ 在 中 学 数学 的 基础 上 ， 用 现代 观点 向 高 中 
` 生 、 中 学 教师 、 大 学 生 、 工 程 技 术 人 员 、 自 然 科学 和 社会 科学 
下 作者 以 及 一 切 数学 爱好 者 介绍 一 些 数学 思想 ， 使 大 家 真正 地 
认识 数学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数学 ， 走 向 数学 *， 这 就 是 《走向 
数学 》 从 书 的 起 源 .我 们 商定 这 套 通俗 读物 的 宗旨 是 “用 浅显 易 
慌 的 语言 从 各 个 方面 和 角度 向 读者 展示 一 些 重要 的 数学 思想 ， 
讲述 数学 (尤其 是 现代 数学 ) 的 重要 发 展 ， 介 绍 数学 新 兴 领 域 、 
数学 的 广泛 应 用 以 及 数学 史上 主要 数学 家 (包括 我 国 数学 家 ) 的 
成 就 .” 

由 于 数学 界 大 力 支 持 、 数 学 “天 元 项 目 ” 的 赞助 和 各 方面 的 
热情 协助 ， 一 年 后 ， 第 一 辑 的 书稿 已 经 写成 并 即将 与 读者 见 
面 ， 这 八 本 书 尽管 深浅 不 同 ， 风 格 各 异 ， 但 至 少 有 一 个 共同 之 
处 ， 即 作者 们 均 朝 着 本 从 书 的 宗旨 和 目标 做 了 认真 的 努力 . 

在 这 批 书 中 ， 作 者 们 介绍 了 近年 来 数学 一 些 重要 发 展 和 新 
的 方向 (其 中 包括 1990 年 费 尔 兹 奖 获得 者 V.Jones 在 拓扑 学 
捏 结 理论 方面 的 杰出 工作 ， 拓 扑 学 家 Kuhn 和 Smale 在 数值 
复杂 性 方面 的 开创 性 工作 ， 实 动力 系统 的 奠基 性 结果 等 )， 以 
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中 学 数学 为 起 点 介绍 一 些 数学 分 支 和 课题 (如 复 函 数 、 非 欧 几 
何 、 有 限 域 、 凸 性 、 拉 姆 塞 理论 、Polya 计数 技术 等 )， 通 过 
具体 实例 引伸 出 重要 的 数学 思想 和 方法 (如 数论 在 数值 计算 中 
的 应 用 ， 几 何 学 的 近代 观点 ， 群 在 集合 上 的 作用 ， 计 算 的 复杂 
性 概念 等 )， 从 不 同 的 侧面 介绍 了 数学 在 物理 、 化 学 、 经 济 
学 、 信 息 科学 以 及 工农 业 生 产 等 方面 的 广泛 应 用 ， 包 括 华罗庚 
教授 多 年 来 在 中 国 普及 数学 方法 的 宝贵 经 验 ， 在 书 的 正文 或 附 
录 中 ， 作 者 们 介绍 了 中 外 许多 数学 家 的 生平 和 业绩 、 特 别 是 国 
内 外 数学 家 为 华罗庚 教授 所 写 的 纪念 文章 ， 从 不 同 侧面 回忆 了 
他 早年 的 业绩 ， 赞 杨 他 为 新 中 国 培养 人 材 和 热爱 祖国 献身 事业 
的 可 贵 精神 ， 这 对 于 我 们 (包括 年 轻 一 代 ) 是 有 很 大 教育 意义 的 . 

尽管 作者 们 做 了 很 大 的 努力 ， 但 我 们 深 知 ， 用 通俗 语言 介 
绍 如 此 丰富 的 数学 思想 和 飞 四 的 发 展 ， 是 一 项 十 分 艰难 的 任 
务 . 在 第 一 批 书 出 版 之 后 ， 我 们 热诚 地 欢迎 广大 读者 的 批评 和 
意见 ， 以 利于 今后 改进 和 提高 . 如 前 所 述 ， 这 批 书 的 写作 风格 
各 异 ， 取 材 的 深度 和 广度 也 有 所 差别 ， 既 使 不 少 作者 几 易 其 
稿 ， 力 图 把 基点 放 在 初等 数学 ， 但 是 要 介绍 现代 数学 的 思想 和 
内 容 ， 很 难 避免 引进 深 一 层 的 概念 和 方法 ， 所 以 ， 我 们 不 能 苛 
求 读者 在 最 初 几 遍 就 能 把 书 中 叙述 的 内 容 和 体现 的 思想 方法 全 
部 读 懂 ， 但 是 希望 具有 不 同 程度 数学 知识 和 修养 的 数学 爱好 者 
在 认真 读 过 这 些 书 之 后 都 能 有 所 收获 、 开 阔 眼 界 ， 增 长 见识 ， 
从 而 更 加 认识 数学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数学 和 走向 数学 . 


冯 克 勤 
识 于 一 九 九 〇 年 九 月 
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